
第二章 统计学

2.6 假设检验

2.6.1 引言

刑事诉讼遵循无罪推定原则：在人民法院依法作出生效有罪判决之前,应当推定被告人无
罪.此时,证明责任由检察机关承担,只有当其提出的证据达到法定证明标准,足以排除合理怀
疑时, 法庭才会作出有罪判决；否则, 依据疑罪从无原则, 应当作出无罪判决.

这与我们要讲的假设检验流程非常像.
看一个贴近生产实际的例子, 某罐装食品厂规定, 每罐产品的标准质量为 500 克, 工作人

员随机抽取了 10 罐产品, 测得质量（单位：克）如下：

495, 510, 505, 498, 503, 492, 502, 512, 497, 506

问该厂生产线是否出现了异常？

第一眼看过去, 这些数据没有一个等于 500, 能据此判断生产线出现了异常吗？
在实际生产过程中, 受设备精度、原材料以及环境的影响, 每件产品的质量都不可避免地

存在随机波动, 显然不能通过上述观察立即断定生产出现了异常. 但问题在于, 我们实际观察
到的偏差究竟是正常的随机波动, 还是生产线异常所致？一种自然的检验思路是, 先假定生产
线正常工作, 即产品质量围绕 500 克随机波动, 只有当抽样数据的偏离足够明显, 以至于这种
结果几乎不可能由正常波动产生时, 我们才认为生产线可能出现了异常.
我们自然又要问, 什么叫“偏离得足够明显”？仅仅因为出现了几个 510 克或 492 克的数

据,就足以判定生产异常吗？如果不能,又应当以什么标准来衡量“证据是否充分”？我们应当
如何完成这一检验流程呢？这些问题, 正是假设检验所要解决的核心内容.

2.6.2 假设检验的基本概念

以上面的问题为例, 用 X 表示该厂生产的罐装食品的质量, 可以假定其服从正态分布1

N(µ, σ2), 此处我们假定2标准差 σ = 10,“该厂生产是否正常”这一问题等价于“总体的均值
µ 是否等于 500”.
将“µ = 500”作为待检验的假设,记为 H0 : µ = 500,称为原假设（Null Hypothesis）或

零假设；与之对立的假设记为 H1 : µ ̸= 500, 称为备择假设（Alternative Hypothesis）或对
立假设.
原假设与备择假设并非随意决定, 而应结合实际问题的背景. 看下面若干例子.

1在实际生产过程中, 一件产品的质量通常受到设备误差、环境波动、原材料等众多独立因素共同影响. 大量独立的小随
机因素叠加后, 产品质量往往可以用正态分布作为良好的近似模型.

2标准差未知的情况将在后续进行说明.
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例 1 药厂研发了一种新药,对新药的有效性进行假设检验.应取H0 : 新药无效, H1 : 新药有效,
因为新药一旦被认为有效, 就将进入市场并作用于真实病人. 若实际上新药无效, 却因偶然实
验结果而被判定为有效, 就会造成医疗风险、资源浪费, 甚至延误患者接受真正有效治疗. 因
此在没有充足证据前,宁可暂时认为该药“无效”,只有当实验数据强到足以推翻这一判断时,
才承认其有效性.

例 2 电商网站想把“购买按钮”的颜色从蓝色改成红色, 对销量是否提升进行假设检验. 应
取 H0 : 颜色改变对销量没有影响, H1 : 颜色改变对销量有影响, 因为更换按钮颜色会带来设
计成本、开发成本、用户习惯改变以及误判商业策略的风险. 因此在没有充足证据前, 应默认
“颜色改变没有影响”, 只有当数据表现出足够显著的差异时, 才认为颜色改变确实产生了影
响.
对最开始的问题而言, 应取 H0 : 生产正常, H1 : 生产不正常, 这是因为生产线处于持续运

行状态,若没有明显异常证据,通常不应轻易判定其失控；否则可能导致停工检查、产品召回、
经济损失以及不必要的管理成本. 因此在常规审计中应默认“生产正常”, 只有当抽检数据明
显偏离正常标准时, 才认为流水线存在问题.
（1）一般地, 原假设表示当前默认成立的状态, 如“无变化”、“无影响”、“无差异”、“生

产正常”等；

（2）原假设表示的状态在没有充足证据的情况下不能被轻易推翻；
（3）原假设的选择应当避免人们做出错误的判断, 避免不必要的损失.
假设检验的目的, 就是根据样本数据判断是否有充分的证据推翻原假设, 假设检验的结论

有两种：“拒绝原假设（认为生产线工作不正常）”或“不能拒绝原假设（认为生产线工作正常）”
.
确定了假设后, 怎么进行接下来的检验呢？
还是看最开始的问题, 根据统计学知识, 样本均值 X 是总体均值 µ 的一个合理估计3. 因

此要判断生产线的平均质量是否仍为 500 克,一个自然的想法是考察样本均值 X 与 500 的差
距（注意, 不能因为 X ̸= 500 而直接断定生产线出现了问题.）我们关心的是：样本均值偏离
500 到什么程度, 才能认为这种偏离已经不是随机误差所能解释的. 于是, 我们希望确定一个
界限 k, 并按照如下规则进行判断：

|X − µ0| < k, 认为样本均值与500 的差异属于正常波动, 不能拒绝原假设；

|X − µ0| ⩾ k, 认为样本均值与500 的差异过大, 拒绝原假设.

如何确定这个界限 k 呢？

若原假设 H0 成立, 则总体均值确为 µ0 = 500, 因此样本均值满足

X ∼ N

(
µ0,

σ2

n

)
,

3对于正态分布 N(µ, σ2) 中 µ 的参数估计,X 既是它的矩估计, 也是它的极大似然估计.
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标准化样本均值, 构造统计量

U =
X − µ0

σ/
√
n

∼ N(0, 1).

于是 |X − µ0| ⩾ k 等价于 |U | ⩾
k

σ/
√
n

k 的选取关系着我们如何划分“正常波动”和“异常波动”, 那么什么样的事件可以称为
“极不正常”呢？

在前面我们讲了小概率原理：如果某事件发生的概率极小, 那么在一次随机试验中, 它几
乎不会发生. 一旦在一次试验中观测到了这样一个“几乎不会发生”的结果, 就有理由怀疑这
并非抽样的偶然性所致, 而是最初作出的假设有误.

“概率极小”是一种人为规定的决策界限, 通常事先给定一个较小的概率 α（常取 ( 0.05,
0.01, 0.001) 等）作为判断“小概率事件”的标准, 我们要求：若原假设成立, 样本落入“异常
区域”的概率恰好等于 α, 即

P

(
|U | ⩾

k

σ/
√
n

)
= α

由此确定了界限 k =
σ
√
n
uα/2, 其中 uα/2 满足 P (U > uα/2) =

α

2
. 假设原问题取显著性

水平 α = 0.05, 查表知 u0.025 = 1.96, 代入 σ = 10, n = 10, 得到 k ≈ 6.2. 如果原假设确实成
立, 那么有

P
(
|X − 500| < 6.2

)
= 0.95,

也就是说,在生产正常的前提下,有 95%的样本均值都会落在这一范围内；只有 5%的样本均
值会落在该范围外. 若某次抽样满足 |X − 500| < 6.2, 那么这属于正常波动, 并没有足够的证
据表明生产线已经发生异常；反之, 若出现 |X − 500| ⩾ 6.2, 由于在原假设成立的前提下, 这
样的结果发生概率仅有 5%. 根据“小概率事件在一次试验中几乎不可能发生”的原理, 我们
有充分理由怀疑原假设不成立, 从而拒绝原假设. 所有导致我们拒绝原假设的样本均值的取值
范围称为拒绝域, 在本例中为 {X | |X − 500| ⩾ 6.2}.

最开始的例子中,平均数 X = 502,可知 |X − 500| = 2 < 6.2,因此不能拒绝原假设,认为
生产线工作正常.

回顾整个假设检验流程, 我们可以将其总结为以下几个步骤：

确定假设 =⇒ 构造统计量 =⇒ 确定拒绝域 =⇒ 计算并做出决策

2.6.3 独立性检验

假设我们要研究“抽烟”与“患病”是否独立, 数据如下
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患病 健康 合计
抽烟 a b a + b

不抽烟 c d c + d

合计 a + c b + d N

在独立性检验中, 原假设 H0 :“抽烟”与“患病”独立, 备择假设 H1 :“抽烟”与“患病”
不独立. 如果原假设成立, 那么一个人“既抽烟又患病”的概率是

P (抽烟且患病) = P (抽烟) × P (患病) =
a + b

N
·
a + c

N

将这个概率乘上总人数 N 可以得到预期值
(a + b)(a + c)

N
, 同理, 可以计算出其余三个格子的

预期人数 E(a′, b′, c′, d′). 我们用观测值 O(a, b, c, d) 与对应预期值 E(a′, b′, c′, d′) 差值的平方
作为误差, 同时对每个误差除以 E 作标准化, 由此构造出统计量

χ2 =
∑ (O − E)2

E

化简得到

χ2 =
N(ad − bc)2

(a + b)(c + d)(a + c)(b + d)

根据统计学知识, 对于 r × s 独立性检验, 在样本量足够大时, 通过上述方法得到的统计

量 χ2 =

r∑
i=1

s∑
j=1

(Oij − Eij)
2

Eij

服从自由度为 (r − 1)(s − 1) 的 χ2 分布. 对于 2 × 2 独立性检

验, 查阅 χ2
1, 得到常用的小概率值与界限：

P (χ2 ⩾ k) 0.1 0.05 0.025 0.01 0.005 0.001
k 2.706 3.841 5.024 6.635 7.879 10.828

回到最初的问题, 对于某个小概率值 α, 其对应的界限为 k, 若计算样本得到的统计量
χ2 ⩾ k, 则拒绝 H0, 认为“吸烟”与“患病”不独立（相关）, 否则不能拒绝 H0, 认为“吸烟”
与“患病”独立（不相关）
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第二章 统计学

2.6 假设检验

习 题

A 组

1.【2015 湖北文 4】已知变量 x 和 y 满足关系 y =−0.1x+1, 变量 y 与 z 正相关．下列结论中正
确的是

(A) x 与 y 正相关,x 与 z 负相关 (B) x 与 y 正相关,x 与 z 正相关

(C) x 与 y 负相关,x 与 z 负相关 (D) x 与 y 负相关,x 与 z 正相关

2.【2011 江西 6】变量 X 与 Y 相对应的一组数据为 (10,1),(11.3,2),(11.8,3),(12.5,4),(13,5)；变量
U 与 V 相对应的一组数据为 (10,5),(11.3,4),(11.8,3),(12.5,2),(13,1)．r1 表示变量 Y 与 X 之
间的线性相关系数,r2 表示变量 V 与 U 之间的线性相关系数, 则

(A) r2 < r1 < 0 (B) 0< r2 < r1 (C) r2 < 0< r1 (D) r2 = r1

3.【2019 年新高考适应性测试】某大学在校学生中, 理科生多于文科生, 女生多于男生, 则下述关于
该大学在校学生的结论中, 一定成立的是

(A) 理科男生多于文科女生 (B) 文科女生多于文科男生

(C) 理科女生多于文科男生 (D) 理科女生多于理科男生

4.【2011 湖南文 5 理 4】通过随机询问 110 名性别不同的大学生是否爱好某项运动, 得到列联表,

由 K2 =
n (ad− bc)2

(a+ b) (c+d) (a+ c) (b+d)
算得,K2 =

110× (40× 30− 20× 20)2

60× 50× 60× 50
≈ 7.8．可以得到的

正确结论是

(A) 在犯错误的概率不超过 0.1% 的前提下, 认为” 爱好该项运动与性别有关”

(B) 在犯错误的概率不超过 0.1% 的前提下, 认为” 爱好该项运动与性别无关”

(C) 有 99% 以上的把握认为” 爱好该项运动与性别有关”

(D) 有 99% 以上的把握认为” 爱好该项运动与性别无关”

5.【2014 江西文 7 理 6】某人研究中学生的性别与成绩、视力、智商、阅读量这 4个变量之间的关
系, 随机抽查 52 名中学生, 得到统计数据如下．则与性别有关联的可能性最大的变量是

性别 成绩不及格 及格 视力好 差 智商偏高 正常 阅读量丰富 不丰富

男 6 14 4 16 8 12 14 6

女 10 22 12 20 8 24 2 30

(A) 成绩 (B) 视力 (C) 智商 (D) 阅读量
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6.【2025“fiddie”模拟考 8】设随机变量 X 服从正态分布 N(0,1). 已知部分小概率值和相应的临
界值如下表：

α 2.706 3.841 5.024 6.635 7.879 10.828
P (X2 ⩾ α) 0.1 0.05 0.025 0.01 0.005 0.001

若实数 m 满足 P (m⩽X < 3) = 0.025, 则

(A) 2.706<m2 < 3.841 (B) 3.841<m2 < 5.024 (C) 5.024<m2 < 6.635 (D) 6.635<m2 < 7.879

7. 某公司在 x 年的销售额 y（万元）如下表, 根据表中数据用最小二乘法得到的回归方程为 ŷ =

2x+35.

x 2016 2017 2018 2019 2020 2021
y y1 y2 y3 y4 y5 y6

当关于 a,b 的表达式
6∑

k=1

(yk − bk−a)2 取最小值时, 求 a+ b 的值.

8.【2012 课标全国文 3】在一组样本数据 (x1, y1), (x2, y2), · · · , (xn, yn) (n ⩾ 2,x1,x2, · · · ,xn 不全

相等) 的散点图中, 若所有样本点 (xi, yi) (i= 1,2, · · · ,n) 都在直线 y =
1

2
x+1 上, 求这组样本数

据的样本相关系数.

9.【人教 A 版选修三复习参考题 8 第 3 题】根据分类变量 x 与 y 的成对样本数据, 计算得到 χ2 =

2.974．依据 α= 0.05 的独立性检验, 结论为

(A) 变量 x 与 y 不独立

(B) 变量 x 与 y 不独立, 这个结论犯错误的概率不超过 0.05

(C) 变量 x 与 y 独立

(D) 变量 x 与 y 独立, 这个结论犯错误的概率不超过 0.05

10. 回答下述问题：

(1) 为什么必须基于成对样本数据推断两个分类变量之间是否有关联？

(2) 借助等高堆积条形图直观判断两分类变量关系的方法有何不足？

(3) 独立性检验能否得到两分类变量间的因果关系？

(4) χ2 独立性检验是否适用于普查数据？如果不适用, 应当采用什么方法研究可以获得普查
数据的两个分类变量之间的关联性？

(5) 在进行独立性检验时, 一般要求列联表中的数据 a,b, c,d 大于 5, 且样本容量 n 大于 40,
试解释其原因.

(6) 原假设 H0 与对立假设 H1 的位置可以互相交换吗？为什么？

(7) 存在“接受原假设”这一假设检验结论吗, 为什么？
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(8) 甲、乙两袋中均混有黑、白两色的 200 粒棋子. 从甲袋中随机取出 20 粒, 得到白色 18

粒、黑色 2 粒；从乙袋中随机取出 20 粒, 得到白色 11 粒, 黑色 9 粒. 是否可以认为甲、

乙两袋中黑白棋子的数量不同？上述判断的把握分别有多大？（参考数据：
C18
100C

2
100

C20
200

≈

10−4,
C11
100C

9
100

C20
200

≈ 0.167）

(9) 独立性检验的基本思想是什么？它和反证法有何异同？

(10) 为什么选用统计量 χ2 =
n(ad− bc)2

(a+ b)(c+d)(a+ c)(b+d)
（其中 a+ b+ c+d= n）取值的大小

作为判断 A,B 是否独立的依据？

(11) 对于已经获取的成对样本数据, 检验结论“两个变量之间有关联”“两个变量之间没有关
联”的实际含义分别是什么？

(12) 根据同一抽样数据推断两个分类变量之间是否有关联, 先采用小概率值 α= 0.01 检验, 发
现没有充分的证据推断 H0 不成立. 此时能否将小概率值调整至 0.05 或 0.1, 使得有充分
的证据推断 H0 不成立, 从而推翻原假设？为什么？

(13) 对于给定的列联表, 先进行一次独立性检验, 若将表中的所有数据扩大为原来的 10 倍, 在
相同的检验标准下, 再进行一次独立性检验, 所得检验结果是否相同？试解释原因；

(14) 若通过独立性检验发现两变量有关联, 能否借助一元回归模型建立它们之间的具体关系？
为什么？

(15) 若通过独立性检验发现, 有一定的把握认为 A 与 B 有关, 此时是否有更好的调查方法来
估计某范围内事件 A（或事件 B）发生的比例？

(16) 当我们推断零假设 H0 不成立的时候, 有可能犯错误（称之为第 I 类错误）, 记犯这类错
误的概率为 α；当我们接受零假设时, 也可能犯错误（一般称之为第 II 类错误）, 记犯这
类错误的概率为 p. 随着 α 的变化,p 如何变化？

11. 两分类变量 X,Y 的取值分别为 {A,A} 和 {B,B}, 其样本频数列联表如下：

A A 总计

B a b a+ b

B c d c+d

总计 a+ c b+d a+ b+ c+d

(1) 若
77

20
< χ2 < 4, 是否有 95% 的把握认为 X 与 Y 有关？

(2) 设随机变量W =

∣∣∣ a

a+ b
−

c

c+d

∣∣∣,根据独立性检验原理,现要用W 构造一个判断 X 和 Y

是否有关系的规则 Q, 使得在规则 Q 下把“X 和 Y 没有关系”错误判成“X 和 Y 有关
系”的概率不超过 0.01. 设临界值 w0.01 为正实数, 试从以下 4 个规则中选择一个符合上
述要求的, 并说明理由：

Q1 : P (W ⩾w0.01) = 0.01 Q2 : P (W ⩽w0.01) = 0.01

Q3 : P (W ⩾w0.01)⩽ 0.01 Q4 : P (W ⩽w0.01)⩽ 0.01

(3) 在（2）选取的规则下, 求 w0.01 并分析该检验规则的优势.
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12.【2023“fiddie”模拟测试 21】某校 20 名学生的数学成绩 xi(i = 1,2, . . . ,20) 和知识竞赛成绩
yi(i= 1,2, . . . ,20) 如下表：

学生编号 i 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
数学成绩 xi 100 99 96 93 90 88 85 83 80 77
知识竞赛成绩 yi 290 160 220 200 65 70 90 100 60 270
学生编号 i 11 12 13 14 15 16 17 18 19 20
数学成绩 xi 75 74 72 70 68 66 60 50 39 35
知识竞赛成绩 yi 45 35 40 50 25 30 20 15 10 5

计算可得数学成绩的平均值是 x = 75, 知识竞赛成绩的平均值是 y = 90, 并且
20∑
i=1

(xi − x)2 =

6464,

20∑
i=1

(yi − y)2 = 149450,

20∑
i=1

(xi −x)(yi − y) = 21650.

(1) 求这组学生的数学成绩和知识竞赛成绩的样本相关系数（精确到 0.01）；

(2) 设 N 是正整数,变量 x和变量 y 的一组样本数据为 {(xi, yi) | i= 1,2, . . . ,N},其中 xi 两
两不同,yi 两两不同. 记 xi 在 {xn | n= 1,2, . . . ,N} 中的排名是第 Ri 位,yi 在 {yn | n=

1,2, . . . ,N} 中的排名是第 Si 位,i= 1,2, . . . ,N . 定义变量 x 和变量 y 的“斯皮尔曼相关
系数”（记为 ρ）为变量 x 的排名和变量 y 的排名的样本相关系数.

i. 记 di =Ri −Si, i= 1,2, . . . ,N . 证明：ρ= 1−
6

N(N2 − 1)

N∑
i=1

d2i；

ii. 用（i）的公式求这组学生的数学成绩和知识竞赛成绩的“斯皮尔曼相关系数”（精
确到 0.01）；

(3) 比较（1）和（2.ii）的计算结果, 简述“斯皮尔曼相关系数”在分析线性相关性时的优势.

参考数据：
√
6464× 149450≈ 31000.
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1. C.

新答案（来源：2024 上海，13（统计）.md）：C

【解题思路】x,y 负相关，y,z 正相关，则 x,z 负相关．

2. C.

3.

4. C. 评：本题理科难度为 0.650, 文科难度为 0.572．

5. D. 变量之间的独立性检验的卡方随机变量

K2 =
n (ad− bc)2

(a+ b) (a+ c) (b+d) (c+d)

现在四个表中的 a+ b,a+ c, b+d,c+d 都相同, 若 ad− bc 越大, 则两个变量关联的可能性更大．

6.

7. A. 因为 P (m ⩽ X < 3) = 0.025, 所以 P (m2 ⩽ X2 < 9) = 0.05. 而 P (X2 ⩽ 7.879) = 0.995 <

P (X2 ⩽ 9) < P (X2 < 10.828) = 0.999, 故 0.945 < P (X2 < m2) < 0.949 =⇒ 0.051 < P (X2 ⩽
m2)< 0.055, 于是 2.706<m2 < 3.841。

Fiddie 评：命制本题时，首先取材书上“卡方独立性检验”一节，考虑到很多学生可能不熟悉卡
方随机变量，而书上给出的卡方随机变量的自由度为 1，相当于标准正态分布的平方．所以本题
最终改成了标准正态分布．希望能用这题让同学和老师对卡方独立性检验的内容进行更全面的了
解．

如果误认为 P
(
m2 ⩽X2 < 9

)
=0.025,就会得到 P

(
X2 ⩾m2

)
∈ (0.026,0.03),从而错选 B．也有

可能因为得到 P
(
X2 ⩾m2

)
∈ (0.02,0.024)从而错选 C；因为得到 P

(
X2 ⩾m2

)
∈ (0.045,0.049)

从而错选 B．本题错选 B 的占 40%, 错选 C 的占 20%．

8.

9.

10. 1.

11. C. 零假设 H0：分类变量 x 和 y 独立．

卡方分布满足 P
(
χ2 ⩾ 3.841

)
= 0.05．

当计算得到的 χ2 ⩾ 3.841 时, 零假设 H0 被否定（推断 H0 不成立）, 就认为 X 和 Y 不独立, 该
推断犯错误的概率不超过 0.05．

当计算得到的 χ2 < 3.841 时, 没有充分证据推断 H0 不成立, 可以认为 X 和 Y 独立．

因为本题算出来 χ2 = 2.974< 3.841, 所以认为 X 和 Y 独立．故选 C．

注：若把本题的 2.974 改为更大的数, 例如 4.974, 答案选 B．
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12. 1. 因为要研究两个分类变量 X 与 Y 是否有关联, 核心是看它们的联合概率分布是否等于各自边
缘分布的乘积, 即判断 P (X = xi,Y = yj) = P (X = xi)P (Y = yj) 是否成立。要估计联合概率,
必须对同一个个体同时观测两个特征。如果数据不是成对的（例如在 A学校调查学生的性别,在
B 学校调查学生对某学科的喜好）, 将无法建立两变量间的联合对应关系, 因而无法研究它们的
关联性。

2. 两大不足, 第一是缺乏量化的可信度：图形展现的只是样本内的比例差异, 但无法告诉我们这
种差异是由于变量关联引起的, 还是由于随机抽样误差引起的。第二是忽略了样本容量 n 的影
响：如果样本量很小（10人）,即使条形图比例差异巨大也可能是随机波动；如果样本量极大（10
万人）, 即使条形图上极其微小的比例偏差, 在统计学上也有可能是高度显著的。

3. 不能。独立性检验只能确证两个变量之间存在统计学上的相关性, 相关性无法推导得到因果
性。两个变量相关可能是因为 A 导致 B, 可能是 B 导致 A, 也可能是因为它们共同受到第三个
混杂变量 C 的影响, 即共因关系, 例如冰淇淋销量与溺水人数正相关, 共因是夏季气温升高。

4. 不适用。假设检验的思想是“以样本推断总体”。普查已经获取了总体的全部数据,无需从样本
向总体进行统计推断。对于普查数据, 可直接使用描述性相关性指标, 例如计算 ϕ 相关系数 (Phi
Coefficient) 或 Cramer’s V 关联度：

ϕ=

√
χ2

n

若该值不为 0, 则两变量在总体上就是直接存在关联的, 其大小反映了关联的紧密程度。

5. 独立性检验的数学本质是利用了渐近积分分布。卡方统计量 χ2 只有在样本量趋近于无穷大
时, 其极限分布才严格服从自由度为 1 的 χ2 分布。

*若格子的期望频数（Theoretical/Expected Frequency）T < 5（通常用实际频数 a,b, c,d > 5作为
简易判定标准）或者样本量 n≤ 40,这种连续型的卡方分布去近似离散型的频数分布的误差会变
得非常大, 导致第一类错误率（假阳性率）失控。* 数理拓展：当不满足这一条件时, 根据数理统
计理论, 应当执行 Yates 连续性修正（将分子 |ad− bc| 修改为 |ad− bc|−

n

2
）或直接使用 Fisher

确切概率法（Fisher’s Exact Test）进行超几何分布的精确条件概率计算。

6. 不可以（可参考讲义的相关内容叙述。）我们总是把“没有把握、不轻易认同、或者维持原有
常规”的断言放在原假设 H0（如 H0：变量独立/新药无效）,把“需要强有力证据支持”的断言
放在对立假设 H1。, 如果对调位置, 整个推断的统计学保护方向将完全相反。

7. 不存在, 检验的结论只能是“拒绝原假设”（强有力的结论）或者“产生妥协, 没有充分证据拒
绝原假设”（弱结论, 不等于原假设一定成立）。

8. 可以认为甲袋的黑白棋子数量不同；无法认为乙袋的黑白棋子数量不同。若假设配比相同的
袋子抽样为 H0。甲袋抽样得到 18白 2黑的概率为 10−4。这是一个极小概率事件。因为小概率
事件在一次试验中几乎不可能发生, 现在它发生了, 所以有极大的把握指出原假设不成立。其把
握为：1− 10−4 = 99.99%

乙袋抽样得到 11白 9黑的概率为 0.167。这一概率远大于常规的显著性水平（如 0.05）,说明在
两色棋子平分的袋中摸出该结果是相当常见的随机波动。样本没有提供足够坚实的证据证明其
不同。

9. 独立性检验是基于小概率原理的带有容错空间的统计学推断方法。先假设 H0（两变量独立）
成立,若在该前提下,代表独立偏差程度的随机变量 χ2 算得的观测值超过了临界值（即发生了发
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生概率小于 α 的小概率事件）, 我们便拒绝原假设。

相同点：都是“假设想要驳斥的论点成立, 在此基础上向后推导”。

不同点：反证法是确定性逻辑：从假设出发, 推导导出绝对的逻辑冲突, 从而无条件完全否定假
设。独立性检验是概率归纳逻辑：从假设出发, 并没有推导出逻辑矛盾, 只是推导出了一个极低
概率发生的事件发生了。我们否定原假设时, 伴随着犯错的可能性（即显著性水平 α）。

10. 此公式由皮尔逊卡方定义化简而来：

χ2 =
∑ (O−E)2

E
其中 O 为格子实际观测频数（Observed）,E 为理论期望频数（Expected）。

对于 2× 2 列联表：

| | B | B | 合计 | | ———————– | ——————- | ———————– | ——————- | | A | a |
b | a+ b | | A | c | d | c+d | | ** 合计 ** | a+ c | b+d | n |

若 A和 B 独立,则第一行第一列的期望频数应为：E11 = n ·
(
a+ b

n

)
·
(
a+ c

n

)
=

(a+ b)(a+ c)

n
。

我们可以计算实际观测与期望的偏差平方：

(a−E11)
2 =

(
a−

(a+ b)(a+ c)

n

)2

=

(
an− (a2 +ab+ac+ bc)

n

)2

因为 n= a+ b+ c+d, 代入后可化简为：

(a−E11)
2 =

(
ad− bc

n

)2

对四个格子进行加权求和并消元化简后, 即得到公式：

χ2 =
n(ad− bc)2

(a+ b)(c+d)(a+ c)(b+d)

由此可知,ad− bc（交叉乘积项之差）直接度量了行列分布的偏离情况。如果独立,则 ad≈ bc,统
计量趋近于 0；关联度越大, 偏离起伏越猛烈, 该统计量的值就越大。

11. “两个变量之间有关联”表明在排除随机抽样干扰后, 样本数据表现出的分布差异通过了检
验, 我们有充足的统计学证据（在某一置信度下）否定“两变量独立”的预设。“两个变量之间没
有关联”表明当前的样本数据不足以支撑两变量存在关联的论断, 注意, 这不等于宣告两者在绝
对物理意义上毫无关联。

12. 不能, 这在统计实践中被称为“显著性水平漂移”或 P-hacking（数据窥探）, 是违背科学伦
理和统计逻辑的行为。决策阈值 α 代表了研究者能容忍的最大犯错危险上限（即宣告“有关联”
实际上却是“冤枉了独立性”的概率限制）。该上限必须在收集数据前订立。如果根据计算结果
反向操纵 α 从而改变判决结果, 那么检验的犯错率就不再可控, 结论也就失去了科学客观性。

13. 不相同,将列联表中所有数据扩大为原来 10倍,即各项变为 10a,10b,10c,10d,总和变为 10n。
带入并解析卡方公式：

χ2
new =

10n(10a · 10d− 10b · 10c)2

(10a+10b)(10c+10d)(10a+10c)(10b+10d)
= 10 ·χ2

old

新卡方检验值变成了原来的 10 倍。由于相同检验标准下的临界值固定不变, 旧数据下结果的显
著性被放大, 即随着样本规模的扩张, 检验检测微弱关联性的统计功效大幅提升。

14. 不能。普通一元线性回归模型的数学假设要求自变量和因变量（特别是因变量）必须是连续
型的数值型变量, 并且关系呈线性。而独立性检验面对的是分类变量, 其值无序或不可度量大小
（如男、女）。
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15. 有。可以采用分层抽样与估计条件概率来替代简单的无差别随机抽样。既然已经确认 A的发
生概率受到 B 的规律性干扰。可以将总体按照变量 B 划分为不同的层（子群体）, 在各层内部
进行抽样计算 P (A|B), 再利用全概率公式估计 P (A)。由分层抽样理论可证, 当层内个体的波动
偏差小于层与层之间的偏差时, 分层估计估计量的方差 Var(Xstratified) 控制得最小, 显著优于简
单随机抽样的估计精度。

16. 在样本量 n固定的前提下,β 会随之增大。两类错误就像天平的两端。第一类错误 α是指“为
了防止冤枉好人（错判独立）把标准订得特别严苛”。如果强行拉低 α（例如从 0.05 到 0.001）,
即要求卡方值极大才肯推翻独立原假设。这会使我们的推断变得过度谨慎保守, 导致很多真实存
在轻微关联的情况被我们“略过”当成独立处理, 从而增加了放过事实（即接受了不成立的原假
设, 犯第 II 类错误 β）的几率。

13.

14.

15.

16.
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第二章 统计学

2.6 假设检验

习题组 II

1.【2023 全国甲卷文 19 , 理 19 改编】一项试验旨在研究臭氧效应, 试验方案如下：选 40 只小白
鼠, 随机地将其中 20 只分配到试验组, 另外 20 只分配到对照组, 试验组的小白鼠饲养在高浓度
臭氧环境中, 对照组的小白鼠饲养在正常环境中, 一段时间后统计每只小白鼠体重的增加量（单
位：g）. 试验结果如下：对照组的小白鼠体重的增加量从小到大排序为

15.2 18.8 20.2 21.3 22.5 23.2 25.8 26.5 27.5 30.1 32.6 34.3 34.8 35.6 35.6 35.8 36.2 37.3 40.5 43.2

试验组的小白鼠体重的增加量从小到大排序为

7.80 9.20 11.4 12.4 13.2 15.5 16.5 18.0 18.8 19.2 19.8 20.2 21.6 22.8 23.6 23.9 25.1 28.2 32.3 36.5

(1) 设 X 表示指定的两只小白鼠中分配到对照组的只数, 求 X 的分布列和数学期望；

(2) 求 40 只小白鼠体重的增加量集中位数 m；

(3) 结合统计学的知识,设计一个列联表,并判断能否有 95%的把握认为小白鼠在高浓度臭氧
环境中与在正常环境中体重的增加量有差异？
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