
第一章 概率论

自然和社会中普遍存在着两类现象：确定性现象和随机现象

1.1 随机事件和概率

1.1.1 随机事件及其运算

随机现象可以通过随机试验来研究, 所谓随机试验指的是对随机现象的一次观测, 例如将
一枚硬币抛掷若干次, 观察正面和反面出现的情况；在一批灯管中任意抽取一只, 测量它的寿
命⋯⋯随机试验具有以下特点：

(1) 试验可以在相同条件下重复进行；
(2) 每次试验具有多种结果, 在试验之前可明确试验的所有可能结果；
(3) 每次试验都恰好出现这些可能结果中的一个, 但试验前不能确定究竟会出现哪一个结

果.

定义 1.1.1. 随机试验 E 的每个可能结果称为样本点, 记为 ω. 全体样本点构成的集合称为试
验 E 的样本空间, 记为 Ω.

定义 1.1.2. 样本空间 Ω 的子集 E 称为随机事件, 简称事件, 只包含一个样本点的事件被称为
基本事件.

事件 A 在一次试验中发生当且仅当 A 中的某个样本点发生.Ω 作为自身的子集包含了所
有样本点, 所以它总会发生, 故称 Ω 为必然事件；空集 ∅ 不包含任何样本点, 在每次试验中都
不会发生, 故称 ∅ 为不可能事件.

定义 1.1.3. 对于事件 A、B. 把“A 与 B 至少有一个发生”所对应的事件称为 A 与 B 的并
事件或和事件, 记作 A ∪ B 或 A + B；把“A 与 B 同时发生”所对应的事件称为 A 与 B 的
交事件或积事件, 记作 A ∩ B 或 AB.

定义 1.1.4. 若事件 A,B 在一次试验中不能同时发生,则称事件 A,B 互不相容或互斥,若事件
A,B 在一次试验中总是恰好有一个发生,则称事件 A,B 相互对立,记事件 A的对立事件为 A.

1.1.2 概率的定义与性质

研究随机现象, 最重要的是知道随机事件发生的可能性大小. 概率可以被认为是一个事件
发生, 一种情况出现的可能性大小的数量指标, 它介于 0 到 1 之间.

定义 1.1.5. 设 E 是随机试验,Ω 为其样本空间,F 为 Ω 的一个事件域1. 对于每个事件 A ∈ F ,
若对应一个实数 P (A) ∈ [0, 1], 并且满足：
（1）非负性：P (A) ⩾ 0；

1事件域指的是, 在一次随机试验中, 允许我们讨论并赋予概率的那些事件所组成的集合. 在有限样本空间中, 通常所有子
集都可以作为事件, 此时 F = P(Ω).
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（2）规范性：P (Ω) = 1；
（3）可列可加性：若 A1, A2, · · · 两两互不相容, 则

P

(
∞∪
i=1

Ai

)
=

∞∑
i=1

P (Ai)

则称 P 为 F 上的概率, 称 P (A) 为事件 A 的概率.

问题 1.1 概率 P 是一个数吗？为什么？
从样本点的角度出发, 则每个样本点也有自己的概率（有限样本空间）

P (ωi) ⩾ 0,

n∑
i=1

P (ωi) = 1.

事件 A 的概率等于它包含的所有样本点的概率和

P (A) =
∑
ω∈A

P (ω).

1.1.3 古典概型

有一类随机试验具有如下特点：样本空间只含有有限个样本点,且样本空间中每个样本点
发生的可能性相同. 把这类随机试验称为等可能概型, 由于它是概率论发展初期的主要研究对
象, 又称为古典概型.
设随机试验 E 为等可能概型, 若其样本空间 Ω 含有 n 个样本点, 而事件 A 含有 m 个样

本点, 则事件 A 的概率为

P (A) =
m

n
=

A包含的样本点数
样本点总数

1.1.4 条件概率与独立性

定义 1.1.6. 对于事件 A,B, 称

P (A|B) =
P (AB)

P (B)

为在事件 B 发生的条件下, 事件 A 发生的概率.

通俗地讲,P (B | A) ̸= P (B) 意味着“事件 A 是否发生”这一信息会改变我们对事件 B

发生概率的判断. 当 P (B | A) = P (B) 时则不会, 这时就说事件 A 与事件 B 相互独立.

定义 1.1.7. 若事件 A,B 满足

P (A)P (B) = P (AB)
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那么称事件 A,B 相互独立.

P (A)P (B) = P (AB) 同时蕴含了 P (A | B) = P (A), P (B | A) = P (B), 是更为合理的定
义.

定义 1.1.8. 若事件 A1, A2, · · · , An 满足

∀1 ⩽ i < j ⩽ n, P (Ai)P (Aj) = P (AiAj)

那么称这些事件两两独立.
若从这些事件中任取 k 个：Ai1 , Ai2 , · · · , Aik , 满足

P (Ai1)P (Ai2) · · ·P (Aik ) = P (Ai1Ai2 · · ·Aik )

那么称这些事件相互独立.

定义 1.1.9. 若事件 A1, A2, · · · , An 为样本空间 S 的一个划分, 则对事件 B 有

P (B) =

n∑
k=1

P (Ak)P (B|Ak)

公式（贝叶斯公式） 若事件 A1, A2, · · · , An 为样本空间 S 的一个划分, 则对事件 B 有

P (Ai|B) =
P (Ai)P (B|Ai)

P (B)
=

P (Ai)P (B|Ai)
n∑

k=1

P (Ak)P (B|Ak)

(i = 1, 2, · · · , n)

问题 1.2 试推导全概率公式与贝叶斯公式.
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第一章 概率论

1.1 随机事件和概率

习 题

A 组

1.【2022 全国乙卷理 10】某棋手与甲、乙、丙三位棋手各比赛一盘, 各盘比赛结果相互独立. 已知
该棋手与甲、乙、丙比赛获胜的概率分别为 p1, p2, p3, 且 p3 > p2 > p1 > 0. 记该棋手连胜两盘的
概率为 p, 则

(A) p 与该棋手和甲、乙、丙的比赛次序无关 (B) 该棋手在第二盘与甲比赛, p 最大

(C) 该棋手在第二盘与乙比赛, p 最大 (D) 该棋手在第二盘与丙比赛, p 最大

2.【2010 江西 11】一位国王的铸币大臣在每箱 100 枚的硬币中各掺入了一枚劣币，国王怀疑大臣
作弊，他用两种方法来检测．方法一：在 10 箱中各任意抽查一枚；方法二：在 5 箱中各任意抽
查两枚．国王用方法一、二能发现至少一枚劣币的概率分别记为 p1 和 p2，则

(A) p1 = p2 (B) p1 < p2

(C) p1 > p2 (D) 以上三种情况都有可能

3.【2024 上海春考 15】现有四个礼品盒, 前三个礼品盒中分别装了一个中国结、一本书以及一个笔
袋, 第四个礼品盒中三样均有. 现随机抽取一个礼品盒, 设事件 A 为抽中的盒子中有中国结, 事件
B 为抽中的盒子中有书, 事件 C 为抽中的盒子中有笔袋, 则下列命题中成立的为

(A) A 与 B 互斥 (B) A 与 B 相互独立

(C) A 与 B∪C 互斥 (D) A 与 B∩C 相互独立

4.【2021 新高考 I 卷 8】有 6个相同的球,分别标有数字 1,2,3,4,5,6,从中放回地随机抽取两次,每
次取 1个球.甲表示事件“第一次取出的球的数字是 1”,乙表示事件“第二次取出的球的数字是
2”, 丙表示事件“两次取出的球的数字之和是 8”, 丁表示事件“两次取出的球的数字之和是 7”
, 则

(A) 甲与丙相互独立 (B) 甲与丁相互独立 (C) 乙与丙相互独立 (D) 丙与丁相互独立

5.【2026“漫游数海”预测卷 10】（多选）设 A,B 为样本空间中的两个事件,P (A)> 0,P (B)> 0, 下
列结论中可能成立的是

(A) P (AB)>P (B |A) (B) P (AB)<P (B |A) (C) P (B)>P (B |A) (D) P (B)<P (B |A)

6.【2025“fiddie”模拟考 10】（多选）临近期末考试, 同学甲每天至少复习数学和物理中的一门课.
在每天, 同学甲复习数学的概率为 0.8, 复习物理的概率为 0.7, 且不同的日期复习的情况相互独
立, 则
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(A) 一天之中, 同学甲既复习物理也复习数学的概率为 0.56

(B) 一天之中, 同学甲仅复习数学的概率为 0.3

(C) 五天之中, 同学甲复习数学的天数的均值为 4

(D) 五天之中, 同学甲仅复习物理的天数的均值为 1

7.【2020 新高考 I 卷 12】（多选）随机变量 X 所有可能的取值为 1,2, · · · ,n,P (X = i) = pi > 0, 定
义

H(X) =−
n∑

i=1

pi log2 pi

则下列命题正确的是

(A) 若 n= 1, 则 H(X) = 0

(B) 若 n= 2, 则 H(X) 随着 p1 的增大而增大

(C) 若 p1 = p2 = · · ·= pn, 则 H(X) 随着 n 的增大而增大

(D) 若 n = 2m, 随机变量 Y 所有可能的取值为 1,2, · · · ,m, 且 P (Y = j) = pj + p2m+1−j(j =

1,2, · · · ,m), 则 H(X)⩽H(Y )

8.【2023 新高考 II 卷 12】（多选）在信道内传输 0,1 信号, 信号的传输相互独立. 发送 0 时, 收到
1 的概率为 α(0< α< 1), 收到 0 的概率为 1−α；发送 1 时, 收到 0 的概率为 β(0< β < 1), 收
到 1 的概率为 1−β. 考虑两种传输方案：单次传输和三次传输. 单次传输是指每个信号只发送 1

次, 三次传输是指每个信号重复发送 3 次, 收到的信号需要译码, 译码规则如下：单次传输时, 收
到的信号即为译码；三次传输时, 收到的信号中出现次数多的即为译码, 则下列命题正确的是

(A) 采用单次传输方案, 若依次发送 1,0,1, 则依次收到 1,0,1 的概率为 (1−α)(1−β)2

(B) 采用三次传输方案, 若发送 1, 则依次收到 1,0,1 的概率为 β(1−β)2

(C) 采用三次传输方案, 若发送 1, 则译码为 1 的概率为 β(1−β)2 +(1−β)3

(D) 当 0< α< 0.5 时, 若发送 0, 则采用三次传输方案译码为 0 的概率大于采用单次传输方案译
码为 0 的概率

9. 已知有限样本空间中有事件 A,B,且该样本空间内所有样本点发生的概率均非零.解答下述问题：

(1) 证明：下述四个命题等价：

(a).A,B 相互独立 (b).A,B 相互独立 (c).A,B 相互独立 (d).A,B 相互独立

(2) 证明：“P (AB)+P (AB) = 1”是“A,B 互为对立事件”的充要条件；

(3) 证明：事件 A,B 相互独立的充分条件可以是

P 2(AB)+P 2(AB)+P 2(AB)+P 2(AB) =
1

4

10. 已知甲袋中有大小质地完全相同的 3 个红球和 3 个黑球, 乙袋中有大小质地完全相同的 2 个红
球和 3 个黑球. 现随机地选择一个袋子, 并从中不放回地依次随机摸出两个球.

(1) 已知第一次摸到的是红球, 求第二次摸到的是红球的概率；

(2) 某同学认为, 如果第一次摸到的红球来自甲袋, 则第二次继续摸到红球的概率是
2

5
；如果
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第一次摸到的红球来自乙袋, 则第二次继续摸到红球的概率是
1

4
, 故所求概率为

1

2
×

2

5
+

1

2
×

1

4
=

13

40
他的想法正确吗？请说明理由.

11. 已知某地每天下雨的概率均为 0.7. 现有两位天气预报专家甲、乙, 其中无论第二天是否真的下
雨,甲预测正确的概率均为 0.9；而乙专家在第二天真的要下雨时,预测正确的概率为 0.8,当第二
天不下雨时, 预测正确的概率为 0.7.

(1) 已知乙专家预测明天要下雨, 求明天真的下雨的概率；

(2) 已知两位专家的预测结果独立, 若他们同时预测明天要下雨, 求明天真的下雨的概率.

12. 一位无症状的男性的罕见病检查呈阳性. 已知此罕见病在男性群体中的患病率为 x；患病人群中,
检查呈阳性的概率为 y；非患病人群中, 检查呈阴性的概率为 z；

(1) 当 x= 1%, y = 90%, z = 91% 时, 求这位男性患罕见病的概率；

(2) 当 x= 0.1%, y = z = 99% 时, 重新计算患病概率；

(3) 在第（1）小问的基础上,该男性检查呈阳性后,又被要求复检,此时仍检查呈阳性,求他患
罕见病的概率.

13. 假设你正在参加一档电视节目,你被要求在三扇门中选择一扇,其中一扇后面有一辆玛莎拉蒂；另
外两扇后面则是山羊,你选择的门后的物品将成为你的参与奖励.你选择了一道门,然后知道门后
有什么的主持人开启了另一扇后面有山羊的门, 他问道：“你想转换自己的选择吗？”请问转换你
的选择对你来说是一种优势吗？

注：这一问题的明确陈述如下：

(1) 有三扇门, 只有一扇门有汽车, 其余两扇门的都是山羊；

(2) 汽车事前被放置于三扇门的其中一扇后面；

(3) 参赛者在三扇门中挑选一扇. 他在挑选前并不知道任意一扇门后面是什么；

(4) 主持人知道每扇门后面有什么；

(5) 如果参赛者挑了一扇有山羊的门, 主持人必须挑另一扇有山羊的门；

(6) 如果参赛者挑了一扇有汽车的门, 主持人等可能地在另外两扇有山羊的门中挑一扇门；

(7) 参赛者会被问是否保持他的原来选择, 还是转而选择剩下的那一扇门；

(8) 转换选择可以增加参赛者拿到汽车的机会吗？

14.【2019 全国 I 卷理 15】甲、乙两队进行篮球决赛, 采取七场四胜制, 甲队的主客场安排依次为”
主主客客主客主”. 设甲队主场取胜的概率为 0.6, 客场取胜的概率为 0.5, 各场比赛结果相互独立,
求甲队以 4 : 1 获胜的概率.

15.【2008 湖南理 15】对有 n (n⩾ 4) 个元素的总体 {1,2, · · · ,n} 进行抽样, 先将总体分成两个子总
体 {1,2, · · · ,m} 和 {m+1,m+2, · · · ,n} (m 是给定的正整数, 且 2⩽m⩽ n−2), 再从每个子总
体中各随机抽取 2 个元素组成样本, 用 Pij 表示元素 i 和 j 同时出现在样本中的概率, 求 P1n 与∑
1⩽i<j⩽n

Pij
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16. 有 m(m ⩾ 3) 个盲盒, 其中有 n(1 ⩽ n ⩽m− 1) 个内有奖品, 若抽奖者选定了一个盲盒但未打开
时, 组织方（知道盲盒内部是否有奖品）打开了一个没有奖品的盲盒, 此时抽奖者重新选定令外
一个盲盒后打开,记此时中奖的概率为 p1；若抽奖者选定了一个盲盒后未打开时有个未选的盲盒
因被风吹落而意外打开, 且抽奖者发现其内部没有奖品, 此时抽奖者重新选定另外一个盲盒后打
开, 记此时中奖的概率为 p2, 比较 p1 与 p2 的大小.

17.【2024 全国甲卷理 16】有 6 个相同的球, 其上分别标有数字 1,2,3,4,5,6, 从中无放回地随机取 3

次, 每次取 1 个球. 设 m 为前两次取出的球上数字的平均值, n 为取出的三个球上数字的平均值,
求 m 与 n 之差的绝对值不大于

1

2
的概率.

18.【2020考研数学一 7】设A,B,C为三个随机事件,且 P (A)=P (B)=P (C)=
1

4
,P (AB)=0,P (AC)=

P (BC) =
1

12
, 求 A,B,C 中恰有一个事件发生的概率.

19.【2022 考研数学一 16】设 A,B,C 为随机事件, 且 A 与 B 互斥,A 与 C 互斥,B 与 C 相互独
立,P (A) = P (B) = P (C) =

1

3
, 求 P (B∪C |A∪B∪C).

20. 证明：对事件 E1,E2, · · · ,En, 有

P (E1E2 · · ·En) = P (E1)P (E2 |E1)P (E3 |E1E2) · · ·P (En |E1 · · ·En−1)

这称为概率乘法公式.

21. 一副扑克牌去掉大小王共 52 张.

(1) 现将这 52 张牌洗匀, 依次从中不放回地随机抽取 2 张, 记事件 A 为“第一次抽到的牌为
黑桃 A”, 事件 B 为“第二次抽到的牌为红桃 2”, 判断事件 A,B 是否独立；

(2) 现不断从中不放回地随机抽取牌, 直到出现第一张 3 为止, 接下来再抽一张牌, 问这张牌
是黑桃 A 的概率大还是红桃 2 的概率大？

(3) 现不断从中不放回地随机抽取牌, 直到出现第一张 A 为止, 接下来再抽一张牌, 问这张牌
是黑桃 A 的概率大还是红桃 2 的概率大？

(4) 现从中随机抽取 5 张. 记事件 A 为“抽到的牌中有 Q”,B 为“抽到的牌中有 K”.

i. 比较 P (AB) 与 P (A)P (B) 的大小, 并判断事件 A,B 是否独立；

ii. 求事件“抽到的牌中至少有一对同色 Q, K”的概率.（只需写出表达式,无需进一步
计算.）

22. 现对一类摸球问题进行研究：

(1) 假设袋中有 a 个白球,b 个红球, 这些球除颜色外无差异. 每次不放回地从袋中随机取出一
个球, 直到取出所有的球.

i. 设第 k 次取出的球是红球的概率为 pk,当 k 变化时,pk 会随之变化吗？请说明理由；
ii. 假设 a= 90, b= 10,当其中一种颜色的球被全部取出时,提前终止操作.求操作终止
时, 恰好是红球被全部取出的概率；

iii. 设操作终止时, 盒中剩下球数为 X, 求 P (X = 1) 与 EX；

(2)【2024 广东一模 18（2）改编】假设袋中有 10 个白球,10 个红球,20 个蓝球, 这些球除颜色
外无差异. 每次不放回地从袋中随机取出一个球, 当其中一种颜色的球被全部取出时, 提
前终止操作. 求操作终止时, 恰好是红球被全部取出的概率；
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23. 甲和乙两人轮流抛硬币, 正面朝上的概率均为 1/2 且相互独立. 若正面朝上则抛硬币的人记一分.

(1) 如果甲共抛 n+1 次, 总得分为 X, 乙共抛 n 次, 总得分为 Y , 求 P (X > Y ).

(2) 如果甲共抛 n+2 次, 总得分为 X, 乙共抛 n 次, 总得分为 Y , 求 P (X > Y ).

24.【2026 福建省质检 18】某盲盒商店调查数据显示,顾客一次性购买某种文创盲盒数量的分布列为

X 0 1 2 3
P k(1−α)2 kα k k(1−α)

其中 k > 0,0<α< 1.

(1) 当 α=
1

2
时, 求顾客一次性购买该种文创盲盒数量的均值；

(2) 已知该种文创盲盒分为封面款与非封面款两类, 且每个盲盒为封面款的概率为
1

3
, 每个盲

盒是否为封面款相互独立. 若顾客一次性购买的盲盒中, 封面款的数量大于非封面款的数
量, 则称此客户为幸运客户. 先从顾客中随机选取一人,

i. 求该顾客为幸运顾客的概率 f(α)；

ii. 若该顾客是幸运顾客, 他购买的盲盒全部是封面款的概率不超过
1

2
, 求 α 的取值范

围.

25. 一辆汽车上有 n 个座位, 编号从 1 到 n. 现在编号为 1 到 n 的乘客依次上车按照如下规则落座：
编号为 1的乘客随机等可能的选择空座位坐下,编号为 k(2⩽ k⩽ n)的乘客上车后先观察 k 号座
位是否有人落座, 如果有, 那么他从剩下的空座位中随机等可能的选择一个并坐下, 否则他就在 k

号座位坐下.

(1) 当 n= 4 时, 求 4 号乘客坐在编号 4 号座位上的概率；

(2) 若编号为 i的乘客坐在编号为 i的座位上,则认为编号为 i的乘客是满意的,设 X 为满意
的乘客数量, 当 n= 4 时, 求 X 的分布列与数学期望.

26. 设古典概型的样本空间 Ω= {1,2, . . . ,n}, 事件 A,B ⊂Ω, 且 0<P (A)< 1, 0<P (B)< 1.

(1) 当 n= 10 时, 构造相互独立的事件 A,B；

(2) 证明：“存在相互独立的事件 A,B”的充要条件是“n 是合数”.

27.【2020 全国 I 卷理 19】甲、乙、丙三位同学进行羽毛球比赛, 约定赛制如下：累计负两场者被
淘汰；比赛前抽签决定首先比赛的两人,另一人轮空；每场比赛的胜者与轮空者进行下一场比赛,
负者下一场轮空, 直至有一人被淘汰；当一人被淘汰后, 剩余的两人继续比赛, 直至其中一人被淘
汰, 另一人最终获胜, 比赛结束. 经抽签, 甲、乙首先比赛, 丙轮空. 设每场比赛双方获胜的概率都
为

1

2
.

(1) 求需要进行第五场比赛的概率；

(2) 求丙最终获胜的概率.

28.【2006 北京 18】某公司招聘员工, 指定三门考试课程, 有两种考试方案. 方案一：考试三门课程,
至少有两门及格为考试通过；方案二：在三门课程中, 随机选取两门, 这两门都及格为考试通过.
假设某应聘者对三门指定课程考试及格的概率分别是 a,b,c, 且三门课程考试是否及格相互之间
没有影响. 分别求该应聘者用方案一和方案二时考试通过的概率并比较二者大小；
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29.【2021 北京 18】在核酸检测中,“k 合 1”混采核酸检测是指：先将 k 个人的样本混合在一起进
行 1 次检测, 如果这 k 个人都没有感染新冠病毒, 则检测结果为阴性, 得到每人的检测结果都为
阴性, 检测结束；如果这 k 个人中有人感染新冠病毒, 则检测结果为阳性, 此时需对每人再进行 1

次检测, 得到每人的检测结果, 检测结束. 现对 100 人进行核酸检测, 假设其中只有 2 人感染新冠
病毒, 并假设每次检测结果准确.

(1) 将这 100 人随机分成 10 组, 每组 10 人, 对每组都采用“10 合 1”混采核酸检测.

i. 如果感染新冠病毒的 2 人在同一组, 求检测的总次数；
ii. 已知感染新冠病毒的 2人分在同一组的概率为

1

11
.设 X 是检测的总次数,求 X 的

分布列与数学期望 EX.

(2) 将这 100 人随机分成 20 组, 每组 5 人, 且对每组都采用“5 合 1”混采核酸检测. 设 Y 是
检测的总次数, 试判断数学期望 EY 与（1）中 EX 的大小.（结论不要求证明）

30.【2009 江苏 23】对于正整数 n, 用 Tn 表示关于 x 的一元二次方程 x2 +2ax+ b= 0 有实根的有
序数组 (a,b)的组数,其中 a,b∈{1,2, . . . ,n}（a,b可以相等）；对于随机选取的 a,b∈{1,2, . . . ,n}
（a,b 可以相等）, 记 Pn 为关于 x 的一元二次方程 x2 +2ax+ b= 0 有实数根的概率。

(1) 求 Tn2 和 Pn2；

(2) 求证：对任意正整数 n, 有 Pn > 1−
1

√
n
。

31.【2011 安徽 20】工作人员需进入核电站完成某项具有高辐射危险的任务, 每次只派一个人进去,
且每个人只派一次, 工作时间不超过 10 分钟, 如果前一个人 10 分钟内不能完成任务则撤出, 再
派下一个人.现有甲、乙、丙三人可派,他们各自能完成任务的概率分别 p1, p2, p3.假设 p1, p2, p3

互不相等, 各人能否完成任务是相互独立的.

(1) 求任务能被完成的概率；

(2) 若按某指定顺序派人, 这三个人各自能完成任务的概率依次为 q1, q2, q3, 其中 q1, q2, q3 是
p1, p2, p3 的一个排列. 求所需派出人员数目 X 的分布列和数学期望；

(3) 假定 1> p1 > p2 > p3. 试分析以怎样的先后顺序派出人员, 可使 EX 最小.

(4)（选做）能否将（3）的结论推广到一般的正整数 n 的情形？即对派出 n 个人员的情形建
立类似的结论．如果能, 尝试用数学归纳法或其它方法进行证明．

32.【2010 安徽 21】品酒师需要定期接受酒味鉴别功能测试, 一种常用测试方法如下：拿出 n 瓶外
观相同但品质不同的酒让其品尝, 要求其按品质优劣为它们排序, 经过一段时间, 等其记忆淡忘
后, 再让其品尝这 n 瓶酒, 并重新按品质优劣为它们排序, 这称为一轮测试, 根据一轮测试中的两
次排序的偏离程度的高低为其评分. 现设 n = 4, 分别以 a1,a2,a3,a4 表示第一次排序时被排为
1,2,3,4 的四种酒在第二次排序时的序号, 并令 X = |1−a1|+ |2−a2|+ |3−a3|+ |4−a4|.

(1) 假设 X 等可能地为 1,2,3,4 的诸排列, 求 X 的分布列；

(2) 某品酒师在相继进行的三轮测试中, 都有 X ⩽ 2, 分析该品酒师的酒味鉴别功能.

33.【2024 新高考 II 卷 18】某投篮比赛分为两个阶段, 每个参赛队由两名队员组成, 比赛规则如下：
第一阶段由参赛队中一名队员投篮 3 次, 若 3 次都未投中, 则该队被淘汰, 比赛成绩为 0 分；若
至少投中 1次,则该队进入第二阶段.第二阶段由该队的另一名队员投篮 3次,每次投篮投中得 5
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分, 未投中得 0 分, 该队的比赛成绩为第二阶段的得分总和. 某参赛队由甲、乙两名队员组成, 设
甲每次投中的概率为 p, 乙每次投中的概率为 q, 各次投中与否相互独立.

(1) 若 p= 0.4,q = 0.5, 甲参加第一阶段比赛, 求甲、乙所在队的比赛成绩不少于 5 分的概率；

(2) 假设 0< p< q,

i. 为使得甲、乙所在队的比赛成绩为 15 分的概率最大, 应该由谁参加第一阶段比赛？
ii. 为使得甲、乙所在队的比赛成绩的数学期望最大, 应该由谁参加第一阶段比赛？

34.【2019 全国 I 卷 21】为治疗某种疾病, 研制了甲, 乙两种新药, 希望知道哪种新药更有效, 为此进
行动物试验, 试验方案如下：每一轮选取两只白鼠对药效进行对比试验. 对于两只白鼠, 随机选一
只施以甲药, 另一只施以乙药, 一轮的治疗结果得出后, 再安排下一轮试验. 当其中一种药治愈的
白鼠比另一种药治愈的白鼠多 4只时,就停止试验,并认为治愈数多的药更有效.为了方便描述问
题,约定：对于每轮试验,若施以甲药的白鼠治愈且施加以乙药的白鼠未治愈则甲药得 1分,乙药
得 −1 分；若施以乙药的白鼠治愈且施加以甲药的白鼠未治愈则乙药得 1 分, 甲药得 −1 分；若
都治愈或都未治愈则两种药均得 0 分. 甲、乙两种药的治愈率分别记为 α 和 β, 一轮试验中甲药
的得分记为 X.

(1) 求 X 的分布列；

(2) 若甲药、乙药在试验开始时都赋予 4 分,pi(i= 0,1, . . . ,8) 表示“甲药累计得分为 i 时, 最
终认为甲药比乙药更有效”的概率. 已知

p0 = 0, p8 = 1, pi = api−1 + bpi + cpi+1(i= 1,2, . . . ,7)

其中 a= P (X =−1), b= P (X = 0), c= P (X = 1), 假设 α= 0.5,β = 0.8,

i. 证明：{pi+1 −pi} (i= 0,1,2, . . . ,7) 为等比数列；

ii. 求 p4, 并根据 p4 的值解释这种试验方案的合理性.

35.【2020 江苏 23】甲袋中装有 2 个黑球和 1 个白球, 乙袋中装有 3 个白球. 现从甲、乙两袋中各任
取一球交换放入另一袋, 重复 n 次. 记甲袋中黑球个数为 Xn, 恰有 2 个黑球的概率为 pn, 恰有 1
个黑球的概率为 qn.

(1) 求 p1, q1 和 p2, q2；

(2) 求 2pn + qn 与 2pn−1 + qn−1 的递推关系式和 Xn 的数学期望（用 n 表示）.

36.【2023 新高考 I 卷 21】甲、乙两人投篮,每次由其中一人投篮,若命中则此人继续投篮,否则换为
对方投篮. 无论之前投篮情况如何, 甲每次投篮的命中率均为 0.6, 乙每次投篮的命中率均为 0.8,
第 1 次投篮的人是甲、乙的概率各为 0.5.

(1) 求第 i 次投篮的人是甲的概率；

(2) 记前 n 次中甲投篮的次数为 Y , 求 EY .

37.【2025 新高考 II 卷 19】甲, 乙两位同学进行乒乓球练习, 每个球胜者得 1 分, 负者不得分. 设每
个球甲获胜的概率为 p

(
1

2
< p< 1

)
, 乙获胜的概率为 1− p , 且各球胜负独立. 对正整数 k ⩾ 2 ,

记 pk 为打完 k 个球后甲比乙至少多得 2分的概率,qk 为打完 k 个球后乙比甲至少多得 2分的概
率.

(1) 求 p3, p4 （用 p 表示）；
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(2) 若
p4 −p3

q4 − q3
= 4 , 求 p ；

(3) 证明：对任意正整数 m , 有

p2m+1 − q2m+1 < p2m − q2m < p2m+2 − q2m+2

38.【2021 新高考 II 卷 21】假设开始时有一个微生物个体（称为第 0 代）, 该个体繁殖的若干个体
形成第 1 代, 第 1 代诸个体繁殖的若干个体形成第 2 代⋯⋯假设诸个体繁殖的个体数相互独立
且分布列相同, 记第 1 代微生物的个体总数为 X, X 的分布列为 P (X = i) = pi > 0, i= 0,1,2,3.

(1) 以 p表示这种微生物最终消亡的概率.已知 p是关于 x的方程 p0+p1x+p2x
2+p3x

3 = x

的最小正根. 证明：当 E(X)⩽ 1 时, p= 1；当 E(X)> 1 时, p < 1；

(2) 试述（2）中待证结论之意义.
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1. 该棋手与甲、乙、丙三位棋手的比赛顺序共有 6 种可能：甲乙丙、甲丙乙、乙甲丙、乙丙甲、丙
甲乙、丙乙甲，该棋手连胜两盘．可以是第一、第二盘连胜（此时第 3 盘胜负均可），或第一盘
输但第二第三盘连胜．

思路 1：直接计算．该棋手在第二盘与甲比赛时，考虑” 乙甲丙” 与考虑” 丙甲乙” 是等价的．此
时，

p= p2p1 +(1−p2)p1p3 = p1 (p2 +p3)−p1p2p3,

同理，该棋手在第二盘与乙比赛时，

p= p2 (p1 +p3)−p1p2p3.

该棋手在第二盘与丙比赛时，

p= p3 (p1 +p2)−p1p2p3.

显然，由 p3 > p2 > p1 > 0 可知，

p1 (p2 +p3)< p2 (p1 +p3)< p3 (p1 +p2) .

从而该棋手在第二盘与丙比赛时，p 最大，故正确选项为 D．

思路 2：特殊值法．为计算方便，可以把 p1，p2，p3 设成具体的数值．

设 p1 =0.3，p2 =0.4，p3 =0.5，则该棋手在第二盘分别与甲、乙、丙比赛时，p的值分别为 0.42，
0.52，0.58，可直接排除选项 B 和 C，且 p的值与该棋手甲、乙、丙的比赛次序有关，进而排除
选项 A，从而正确选项为 D．

【实测数据】阅卷数据如下．

地区 平均分 标准差 难度 区分度 选 A(%) 选 B(%) 选 C(%) 选 D(%)
河南理 2.86 2.47 0.57 0.27 11.12 17.79 13.88 57.16

陕西理 2.79 2.48 0.56 − 11.0 18.1 14.9 55.9

2. B. 在每箱中抽查一枚，找到劣币的概率是 p= 0.01．而在每箱中抽查两枚，找到劣币的概率是
C1
99

C2
100

= 0.02 = 2p．

所以，方法一能找到至少一枚劣币的概率是 p1 =1− (1−p)10．方法二能找到至少一枚劣币的概
率是 p2 = 1− (1− 2p)5．因为

p1 = 1− (1−p)10 = 1−
(
1− 2p+p2

)5
< 1− (1− 2p)5 = p2,

所以 p1 < p2．

3. B. 记四个礼品盒分别为 1,2,3,4，则 A= {1,4},B = {2,4},C = {3,4}. 于是 P (A) = P (B) =

P (C) =
1

2
, P (AB) = P ({4}) =

1

4
.

因为 P (A)P (B) =
1

4
= P (AB),所以 A与 B 相互独立。看其余选项：因为 AB = {4} ̸=∅,所以

A 与 B 不互斥，A 错误。因为 A∩ (B∪C) = {4} ̸=∅, 所以 A 与 B∪C 不互斥，C 错误。对于
D，可知 B∩C = {4},P

(
A(B∩C)

)
= 1

4
,而 P (A)P (B∩C) =

1

8
,二者不相等，所以 A与 B∩C

不相互独立，D 错误。

4. B. 容易算得 P (甲)=
1

6
,P (乙)=

1

6
,P (丙)=

5

36
,P (丁)=

1

6
, P (甲丙)=0,P (甲丁)=

1

36
,P (乙丙)=

1

36
,P (丙丁) = 0, 经检验知,P (甲丁) = P (甲)P (丁)．所以甲、丁独立．B 选项正确。
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实测数据：（广东）本题难度 0.07, 区分度 −0.04．（福建）本题难度 0.05, 区分度 0.01, 其中历史
组难度 0.05, 区分度 −0.01；物理组难度 0.05, 区分度 0.03．

5. BCD. 因为 P (A)> 0，所以 P (B |A)=
P (AB)

P (A)
,从而 P (AB)=P (A)P (B |A).,于是 P (AB)⩽

P (B |A). 因此 P (AB)>P (B |A) 不可能成立，A 错误。

当 P (A)< 1 时，P (AB)<P (B |A), 所以 B 可能成立。

若 A⊆B 且 0<P (B)< 1，则 P (B |A) = 1>P (B), 所以 D 可能成立。

若 A 与 B 互斥，且 P (A),P (B)> 0，则 P (B |A) = 0<P (B), 所以 C 可能成立。

6. BCD. 设事件 M 表示“当天复习数学”，事件 P 表示“当天复习物理”。因为同学甲每天至少
复习这两门课中的一门，所以 P (M ∪P ) = 1, 由容斥原理得

P (MP ) = P (M)+P (P )−P (M ∪P ) = 0.5.

因此，一天之中既复习数学又复习物理的概率为 0.5，A 选项错误。一天之中仅复习数学的概率
为 P (MP ) = P (M)−P (MP ) = 0.3，B 选项正确。

五天之中，同学甲复习数学的天数为随机变量 X ∼B(5,0.8)，故 E(X) = 4，C 选项正确.

五天之中，同学甲仅复习物理的天数为随机变量 Y ∼B(5,0.2)，故 E(X) = 1，D 选项正确.

Fiddie 评：本题改编自【2024 港澳台华侨联考 20】.

7. AC. 当 n= 1 时，只能有 p1 = 1，从而 H(X) = 0。故 A 正确。

当 n= 2 时，设 p1 = t，则 p2 = 1− t，H(X) =−t log2 t− (1− t) log2(1− t) = f(t). f(t) 关于

t=
1

2
对称，它一定不单调递增，所以 B 错误。

若 p1 = p2 = · · ·= pn =
1

n
，则 H(X) =−n ·

1

n
log2

1

n
= log2n. 其随 n 增大而增大，所以 C 正

确。

对于 D，已知 H(Y ) =−(p1 +p2m) log2(p1 +p2m)−·· ·− (pm +pm+1) log2(pm +pm+1)

而 (p1 +p2m) log2(p1 +p2m)> p1 log2 p1 +p2m log2 p2m，故 H(X)>H(Y ),D 错误。

8. ABD. 对于 A，采用单次传输方案时，发送 1,0,1，依次收到 1,0,1的概率为 (1−β)(1−α)(1−
β) = (1−α)(1−β)2, 所以 A 正确。

对于 B，采用三次传输方案，若发送 1，则依次收到 1,0,1的概率为 (1−β) ·β ·(1−β)=β(1−β)2,

所以 B 正确。

对于 C，采用三次传输方案，若发送 1，则译码为 1 表示收到的三个信号中至少有两个 1，故其
概率为 C2

3(1−β)2β+(1−β)3 = 3β(1−β)2 +(1−β)3. 所以 C 错误。

对于 D，若发送 0，则采用单次传输方案译码为 0 的概率为 1−α. 采用三次传输方案译码为 0

的概率为 C2
3(1−α)2α+(1−α)3 = (1−α)2(1+2α).，两者之差为 (1−α)2(1+2α)− (1−α) =

α(1−α)(1− 2α). 当 0<α< 0.5 时，上式大于 0，故 D 正确。

9.

10.
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11.（1）记事件 R 表示“明天下雨”，事件 E 表示“乙预测明天下雨”。由题意，P (R) = 0.7,P (R) =

0.3,P (E |R) = 0.8,P (E |R) = 0.3.

由贝叶斯公式，

P (R |E) =
P (R)P (E |R)

P (R)P (E |R)+P (R)P (E |R)
=

56

65
.

（2）记事件 F 表示“甲预测明天下雨”，则 P (F |R) = 0.9, P (F |R) = 0.1.

“两位专家的预测结果独立”指的是在给定天气情况时两人的预测相互独立，所以

P (EF |R) = P (E |R)P (F |R) = 0.8× 0.9 = 0.72,

P (EF |R) = P (E |R)P (F |R) = 0.3× 0.1 = 0.03.

因而

P (R |EF ) =
P (R)P (EF |R)

P (R)P (EF |R)+P (R)P (EF |R)

=
56

57
.

12. 设事件 D 表示“患病”，事件 P 表示“检查呈阳性”，则 P (D) = x, P (P |D) = y, P (P |D) =

1− z. 由贝叶斯公式，

P (D | P ) =
P (D)P (P |D)

P (D)P (P |D)+P (D)P (P |D)
.

（1）当 x= 1%, y = 90%, z = 91% 时，

P (D | P ) =
0.01× 0.9

0.01× 0.9+0.99× 0.09
=

10

109
.

（2）当 x= 0.1%, y = z = 99% 时，

P (D | P ) =
0.001× 0.99

0.001× 0.99+0.999× 0.01
=

1

11
.

（3）设两次检查在已知是否患病的条件下相互独立。若两次都呈阳性，记该事件为 P1P2，则

P (P1P2 |D) = y2, P (P1P2 |D) = (1− z)2.

所以

P (D | P1P2) =
P (D)P (P1P2 |D)

P (D)P (P1P2 |D)+P (D)P (P1P2 |D)
.

代入第（1）小问中的数据，得

P (D | P1P2) =
0.01× 0.92

0.01× 0.92 +0.99× 0.092
=

100

199
.

评：很多人会误以为：“检测阳性，而且检测对病人的阳性率高达 90%，那么患病概率应该也很
高。”但结果只有大约 9%。

患病 未患病

检测呈阳性 正确 误诊（假阳性）

检测呈阴性 漏诊（假阴性） 正确

有两个指标来衡量检测的性能：

灵敏度被定义为：在真正患病的人中，检测结果呈阳性的概率有多大，即 P (T |D)。它反映的是
检测发现患者的能力。灵敏度越高，漏诊率越低。

1.1 随机事件和概率 11



特异度被定义为：在真正未患病的人中，检测结果呈阴性的概率有多大，即 P (T |D)。它反映的
是检测排除健康者的能力。特异度越高，误诊率越低。

利用“假想总体”来直观感受上述问题。假设有 10000 人，根据题意可求得：

患病 未患病 总计

检测呈阳性 90 891 981
检测呈阴性 10 9009 9019
总计 100 9900 10000

P (D | T )≈
90

981
≈ 9.17%.

通过观察数据，我们得知原因出在两个方面：

（1）这一罕见病在总体中的患病率并不高，患病的人数量远远少于没患病人数；

（2）误检率只有 9%，假阳性的人数远多于真正患病的人数。

问题（2）亦是相同意思，即使检测的灵敏度和特异度都达到了 99%，但由于群体患病率更低，假
阳性的人数依然远多于真正患病的人数。这意味着当基础患病率极低时，即使检测很准，阳性也
未必意味着很大概率患病。

设患病率为 p，灵敏度为 s= P (T |D)，特异度为 t= P (T |D)，则阳性预测值为

P (D | T ) =
ps

ps+(1−p)(1− t)
�

当 p 很小时，分母中的 (1− p)(1− t) 往往占主导地位。也就是说，即使灵敏度较高，只要假阳
性率 1− t 不够小，健康人群中的假阳性人数仍可能远多于真正患者，从而使阳性结论的可信度
偏低。

因此，在低患病率情形下，若希望“检出阳性”能够更有说服力，就应优先压低假阳性率，也就
是优先提高特异度。

当然，若采用分层筛查，则第一层通常仍强调高灵敏度以减少漏检，再由第二层高特异度检测负
责确认。

在进行疾病筛查时，既要尽可能不漏掉潜在的高风险者（提高灵敏度），又要尽可能减少误诊带
来的不必要焦虑和过度医疗（提高特异度），这对检测系统提出了很高的要求。目前广泛使用的
是两层结构的筛查系统。

以宫颈癌筛查为例，这套筛查体系先进行一轮初筛，要求覆盖面广，灵敏度高，尽量不遗漏潜在
高风险者，可以接受一定比例的假阳性。如果第一轮出现异常，则进入具有更高特异度与更强证
据效力的第二轮检查，包括阴道镜检查、活检等，以确认是否存在癌前病变或癌症，并指导后续
的观察或治疗。

宫颈癌筛查之所以采用这样的结构，是因为它同时要解决两个现实问题。第一，如果一开始就对
所有人直接进行活检，成本很高，而且操作具有侵入性，对于大规模普通人群并不现实；第二，
如果只做一次初筛而不做后续确认，又会因为假阳性而带来大量不必要的焦虑，可能导致过度医
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疗。因此，这类筛查系统通常采取分层结构：第一层先用适合大人群的方式尽量把可能异常者筛
出，第二层再对这些异常者进行更高证据等级的检查，最终再决定是继续观察、治疗癌前病变，
还是排除风险。遵循类似筛查逻辑的还有 HIV 检测流程与新生儿筛查等。这类系统并不是依赖
某一次单独检测就直接给出终局判断，而是把检测设计成一个有先后层次的流程，使每一层承担
不同功能，既兼顾大规模筛查的效率，又兼顾最终判断的可靠性。

除医学外，这类方案也许多工程系统中，如工业故障检测、网络入侵检测、垃圾邮件识别等。

13.

14.

15.

16.

17.

18. 5/12. 由 P (AB) = 0 知 A,B 不能同时发生，从而 P (ABC) = 0.

又 P (ABC) = P (A)−P
(
A∩ (B∪C)

)
= P (A)−P (AB)−P (AC)+P (ABC) =

1

6
.

同理，P (ABC) =
1

6
,P (ABC) =

1

12
. 因此 A,B,C 中恰有一个事件发生的概率为

1

6
+

1

6
+

1

12
=

5

12
.

19. 5/8. 由 A与 B 互斥，A与 C 互斥可知 A∩ (B∪C) =∅,从而 (B∪C)∩ (A∪B∪C) =B∪C.

又因 B,C 相互独立，所以 P (B∪C)=P (B)+P (C)−P (BC)=
5

9
.并且 P (A∪B∪C)=P (A)+

P (B∪C) =
8

9
. 因而

P (B∪C |A∪B∪C) =
P (B∪C)

P (A∪B∪C)
=

5/9

8/9
=

5

8
.

20.

21.

22.

23.

24.

25.（1）由概率归一性有 k(1−α)2+kα+k+k(1−α)= 1得到 k=
1

α2 − 2α+3
.当 α=

1

2
时，k=

4

9
.

可以求得顾客一次性购买该种文创盲盒数量的均值为 E(X) =
16

9
.

（2.i）设顾客购买的盲盒数为 X，幸运顾客事件为 L，易得

P (L |X = 1) =
1

3
P (L |X = 2) =

1

9
P (L |X = 3) =

7

27

所以

f(α) = P (L) = k

(
α

3
+

1

9
+

7(1−α)

27

)
=

2(α+5)

27(α2 − 2α+3)
.
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（2.ii）“购买的盲盒全部是封面款”且“是幸运顾客”的概率为

k

(
α

3
+

1

9
+

1−α

27

)
=

4k(2α+1)

27
.

因而 P (全部是封面款 | L) =
4α+2

α+5
. 由题意，

4α+2

α+5
⩽

1

2
, 解得 0<α⩽

1

7
.

26.（1）设 (x1,x2,x3,x4) 是 1,2,3,4 号乘客所坐的座位号，整理所有合法座位安排如下表：

(1,2,3,4) (2,1,3,4) (2,3,1,4) (2,3,4,1)

P
1

4

1

12

1

24

1

24

X 4 2 1 0

(2,4,3,1) (3,2,1,4) (3,2,4,1) (4,2,3,1)

P
1

12

1

8

1

8

1

4

X 1 2 1 2

满足 x4 = 4 的有 (1,2,3,4), (2,1,3,4), (2,3,1,4), (3,2,1,4)，故 P (x4 = 4) =
1

2
.

（2）由上表统计得到分布列
X 0 1 2 4

P
1

24

1

4

11

24

1

4

从而 EX =
13

6
.

评：求一般情况的 EX。

设 Ik 表示“k 号乘客满意”的示性变量，则

X =

n∑
k=1

Ik,EX =

n∑
k=1

E(Ik) =

n∑
k=1

P (k 号乘客满意).

其中

P (1 号乘客满意) =
1

n
.

对于 k ⩾ 2，考虑座位集合

{1,k,k+1, · · · ,n},
共 n−k+2 个座位。在随机占座链中，先被“错误占用”到这个集合中的哪一个座位，对这些
座位是等可能的。k 号乘客不能满意，当且仅当这个座位恰好是 k 号座位，因此

P (k 号乘客满意) = 1−
1

n−k+2
=

n−k+1

n−k+2
.

所以

EX =
1

n
+

n∑
k=2

n−k+1

n−k+2
.
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令 j = n−k+1，则

EX =
1

n
+

n−1∑
j=1

j

j+1
=

1

n
+

n−1∑
j=1

(
1−

1

j+1

)
.

因而

EX =
1

n
+(n− 1)−

n−1∑
j=1

1

j+1
= n+

1

n
−

n∑
j=1

1

j
.

27.

28.（1）根据赛制，至少需要进行四场比赛（即最终胜者负 0 轮，其余两人负 2 轮），至多需要进行
五场比赛（即最终胜者负 1 轮，其余两人负 2 轮）. 比赛四场结束共有三种情况：

（i）甲为最终胜者，则甲连胜四场，概率为
1

16
；

（ii）乙为最终胜者，则乙连胜四场，概率为
1

16
；

（iii）丙为最终胜者，第一轮无所谓结果，丙上场后连胜三场，概率为
1

8
．

所以需要进行第五场比赛的概率为 1−
1

16
−

1

16
−

1

8
=

3

4
．

（3）丙最终获胜，有两种情况：比赛四场结束且丙最终获胜的概率为
1

8
；比赛五场结束且丙最

终获胜，则从第二场开始的四场比赛按照丙的胜、负、轮空结果有三种情况（按负的轮次进行
分类）：胜胜负胜，胜负空胜，负空胜胜，概率分别为

1

16
，

1

8
，

1

8
．因此丙最终获胜的概率为

1

8
+

1

16
+

1

8
+

1

8
=

7

16
．

评：实测数据（河南）：理科平均分 3.24，标准差 2.19，难度 0.270，区分度 0.51．

（广东）理科平均分 2.90，标准差 1.92，难度 0.242，区分度 0.54．

29. 6. 记该应聘者对三门指定课程考试及格的事件分别为 A，B，C，

则 P (A) = a，P (B) = b，P (C) = c．

（1）应聘者用方案一考试通过的概率

p1 = P (ABC)+P
(
ABC

)
+P
(
ABC

)
+P
(
ABC

)
= ab (1− c)+ bc (1−a)+ac (1− b)+abc

= ab+ bc+ ca− 2abc;

应聘者用方案二考试通过的概率

p2 =
1

3
P (AB)+

1

3
P (BC)+

1

3
P (AC) =

1

3
(ab+ bc+ ca) .

（2）因为 a,b, c∈ [0,1]，所以

p1 −p2 =
2

3
(ab+ bc+ ca)− 2abc=

2

3
[ab (1− c)+ bc (1−a)+ ca (1− b)]⩾ 0.

故 p1 ⩾ p2．

即采用第一种方案，该应聘者考试通过的概率较大．

评：实测数据：本题难度系数为 0.43，相关系数为 0.72

30.
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31. 4. （1）因为方程 x2 +2ax+ b= 0 有实数根，所以 ∆= 4a2 − 4b⩾ 0，即 b⩽ a2．

（�）当 n⩽ a⩽ n2 时，有 n2 ⩽ a2，又 b∈
{
1,2, · · · ,n2

}
，故总有 b⩽ a2，此时，a 有 n2−n+1

种取法，b 有 n2 种取法，所以共有
(
n2 −n+1

)
n2 组有序数组 (a,b) 满足条件；

（�）当 1 ⩽ a ⩽ n− 1 时，满足 1 ⩽ b ⩽ a2 的 b 有 a2 个，故共有 12 + 22 + · · ·+ (n− 1)2 =
n (n− 1)(2n− 1)

6
组有序数组 (a,b) 满足条件．

由（�）（�）可得 Tn2 =
(
n2 −n+1

)
n2 +

n (n− 1)(2n− 1)

6
=

n
(
6n3 − 4n2 +3n+1

)
6

，

从而 Pn2 =
Tn2

n4
=

6n3 − 4n2 +3n+1

6n3
．

（2）我们只需证明：对于随机选取的 a,b∈ {1,2, · · · ,n}，方程 x2 +2ax+ b= 0 无实数根的概率

1−Pn <
1

√
n
．

若方程 x2 +2ax+ b= 0 无实数根，则 ∆= 4a2 − 4b < 0，即 a2 < b．

由 b⩽ n 知 a <
√
n．因此，满足 a2 < b 的有序数组 (a,b) 的组数小于 n

√
n，从而，方程 x2 +

2ax+ b= 0 无实数根的概率为

1−Pn <
n
√
n

n2
=

1
√
n
.

所以 Pn > 1−
1

√
n
．

注：本题的第（2）问具有高等背景，在 n→∞时可以用积分的工具证明出 lim
n→∞

√
n (1−Pn)=

2

3
．

有些学过一点高等数学的同学可能无法用高中数学知识做出来，而选择用积分的工具完成，但是
极其容易出现不严谨，例如积分保号性的性质、对极限的理解模糊（例如化简得到某个式子后，
让 n→∞，然而写出来的式子中有些含

1

n2
的项趋于 0，但

1

n
与

1
√
n
的项没有趋于 0）．

32.（1）都等于 1− (1−p1)(1−p2)(1−p3)．

（2）E(X) = 3− 2q1 − q2 + q1q2．

（3）只需证明：对于 p1, p2, p3 的任意排列 q1, q2, q3, 都有

3− 2q1 − q2 + q1q2 ⩾ 3− 2p1 −p2 +p1p2.

事实上,
∆= (3− 2q1 − q2 + q1q2)− (3− 2p1 −p2 +p1p2)

= 2(p1 − q1)+ (p2 − q2)+ q1q2 −p1p2

= 2(p1 − q1)+ (p2 − q2)− (p1 − q1)p2 − q1(p2 − q2)

= (2−p2)(p1 − q1)+ (1− q1)(p2 − q2)

⩾ (1− q1)[(p1 +p2)− (q1 + q2)]

⩾ 0.

9. （1）无论以怎样的顺序派出人员，任务不能被完成的概率都是 (1−p1) (1−p2) (1−p3)．

所以任务能被完成的概率与三个人被派出的先后顺序无关，并等于

1− (1−p1) (1−p2) (1−p3) = p1 +p2 +p3 −p1p2 −p2p3 −p3p1 +p1p2p3.

（2）当依次派出的三个人各自完成任务的概率分别为 q1, q2, q3 时，随机变量 X 的分布列为
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X 1 2 3

P q1 (1− q1)q2 (1− q1) (1− q2)

所需派出的人员数目的均值（数学期望）E (X) 是

E (X) = q1 +2(1− q1)q2 +3(1− q1) (1− q2) = 3− 2q1 − q2 + q1q2.

（3）方法一：由（2）的结论知，当以甲最先、乙次之、丙最后的顺序派人时，

E (X) = 3− 2p1 −p2 +p1p2.

根据常理，优先派出完成任务概率大的人，可减少所需派出的人员数目的均值．

下面证明：对于 p1, p2, p3 的任意排列 q1, q2, q3，都有

3− 2q1 − q2 + q1q2 ⩾ 3− 2p1 −p2 +p1p2.

（*）

事实上，

∆= (3− 2q1 − q2 + q1q2)− (3− 2p1 −p2 +p1p2)

= 2(p1 − q1)+ (p2 − q2)+ q1q2 −p1p2

= 2(p1 − q1)+ (p2 − q2)− (p1 − q1)p2 − q1 (p2 − q2)

= (2−p2) (p1 − q1)+ (1− q1) (p2 − q2)

⩾ (1− q1) [(p1 +p2)− (q1 + q2)]⩾ 0.

即（*）成立．

方法二：（�）可将（2）中所求的 E (X) 改写为 3− (q1 + q2)+ q1q2 − q1，若交换前两人的派出
顺序，则变为 3− (q1 + q2)+ q1q2 − q2．由此可见，当 q2 > q1 时，交换前两人的派出顺序可减
小均值．

（�）也可将（2）中所求的 E (X) 改写为 3− 2q1 − (1− q1)q2，若交换后两人的派出顺序，则变
为 3−2q1− (1− q1)q3．由此可见，若保持第一个派出的人选不变，当 q3 > q2 时，交换后两人
的派出顺序也可减小均值．

综合（�）（�）可知，当 (q1, q2, q3) = (p1, p2, p3) 时，EX 达到最小．即完成任务概率大的人优
先派出，可减小所需派出人员数目的均值，这一结论是合乎常理的．

【实测数据】本题理科难度为 0.41

33.（1）X 的可能值集合为 {0,2,4,6,8}．1,2,3,4 共有 24 种排列，计算每种排列下的 X 值，得到
下表：
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a1 a2 a3 a4 X a1 a2 a3 a4 X

1 2 3 4 0 3 1 2 4 4
1 2 4 3 2 3 1 4 2 6
1 3 2 4 2 3 2 1 4 4
1 3 4 2 4 3 2 4 1 6
1 4 2 3 4 3 4 1 2 8
1 4 3 2 4 3 4 2 1 8
2 1 3 4 2 4 1 2 3 6
2 1 4 3 4 4 1 3 2 6
2 3 1 4 4 4 2 1 3 6
2 3 4 1 6 4 2 3 1 6
2 4 1 3 6 4 3 1 2 8
2 4 3 1 6 4 3 2 1 8

于是整理数据，写出分布列

X 0 2 4 6 8

P 1/24 3/24 7/24 9/24 4/24

（2）首先 P (X ⩽ 2) = P (X = 0)+P (X = 2) =
4

24
=

1

6
，将三轮测试都有 X ⩽ 2 的概率记做 p，

由上述结果和独立性假设，得 p=
1

63
=

1

216
.由于 p=

1

216
是一个很小的概率，这表明如果仅凭

随机猜测得到三轮测试都有 X ⩽ 2 的结果的可能性很小，所以我们认为该品酒师确实有良好的
味觉鉴别功能，不是靠随机猜测．

评：实测数据：本题理科难度为 0.28

易错警示：

（i）第（1）问中 X 的可能取值有遗漏；

（ii）第（2）问用列举法计算每种排列下的 X 值，因情况较多而造成运算错误；

（iii）第（3）问解答中出现的小概率不知道如何解释．

本题的列举思路与【2024 新高考 I 卷 14】极为相似。

34. 8. （1）思路 1：直接计算所求概率．

甲参加第一阶段比赛，记事件 A 为甲、乙所在队的比赛成绩不少于 5 分．分析易得，事件 A 发
生的充要条件是甲参加第一阶段比赛时，3 次投篮至少投中 1 次，并且乙参加第二阶段比赛时，
3 次投篮同样至少投中 1 次．代入 p= 0.4，q = 0.5，由各次投中与否相互独立，得

P (A) =
[
1− (1− 0.4)3

]
×
[
1− (1− 0.5)3

]
= 0.686.

思路 2：先求对立事件的概率．

记事件 B 为甲、乙所在队的比赛成绩是 0分，则 A与 B 互为对立事件，为求 P (A)，可先计算
P (B)．
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由比赛具体规则知，事件 B 发生只包含两种可能，第一种是甲参加第一阶段比赛时，3 次投篮
都未投中；第二种是甲参加第一阶段比赛时，3次投篮至少投中 1次，而乙参加第二阶段比赛时，
3 次投篮都未投中．由互斥事件的概率加法公式可知

P (B) = (1− 0.4)3 +
[
1− (1− 0.4)3

]
× (1− 0.5)3 = 0.314,

故 P (A) = 1−P (B) = 1− 0.314 = 0.686．

（2）设 X 为甲参加第一阶段比赛时，甲、乙所在队的比赛成绩；Y 为乙参加第一阶段比赛时，甲、
乙所在队的比赛成绩．

（�）参赛队的比赛成绩为 15 分，当且仅当参加第一阶段比赛的队员 3 次投篮至少投中 1 次，同
时参加第二阶段比赛的队员 3 次投篮全都投中．

由题意得 P (X = 15) =
[
1− (1−p)3

]
q3，P (Y = 15) =

[
1− (1− q)3

]
p3．

因为 0< p< q ⩽ 1，故 P (X = 15)−P (Y = 15) = 3pq (q−p) (p+ q−pq)> 0，所以应该由甲参
加第一阶段比赛．

（�）X 的所有可能取值为 0，5，10，15．因为

P (X = 0) = (1−p)3 +
[
1− (1−p)3

]
· (1− q)3 .

P (X = 5) =
[
1− (1−p)3

]
·C1

3q (1− q)2 .

P (X = 10) =
[
1− (1−p)3

]
·C2

3q
2 (1− q) .

P (X = 15) =
[
1− (1−p)3

]
· q3.

所以

E (X) = 0 ·P (X = 0)+5 ·P (X = 5)+10 ·P (X = 10)+15 ·P (X = 15)

= 5 ·
[
1− (1−p)3

]
·C1

3q (1− q)2 +10 ·
[
1− (1−p)3

]
·C2

3q
2 (1− q)+15 ·

[
1− (1−p)3

]
· q3

= 5 ·
[
1− (1−p)3

]
·
[
C1
3q (1− q)2 +2C2

3q
2 (1− q)+3q3

]
（*）

= 15pq

[(
p−

3

2

)2

+
3

4

]
.

同理可得 E (Y ) = 15pq

[(
q−

3

2

)2

+
3

4

]
．

因为 0< p< q ⩽ 1，故 (
p−

3

2

)2

+
3

4
>

(
q−

3

2

)2

+
3

4
�E (X)>E (Y )�

所以应该由甲参加第一阶段比赛．

【解题思路】我们指出，（*）式的计算可以通过二项分布的期望直接得到．事实上，设 ξ 是一个
随机变量，服从参数为 (n,s) 的二项分布（n 为正整数，0< s < 1），即 ξ ∼B (n,s)，则我们知
道 E (ξ) = ns．取 n= 3，s= q，故有

C1
3q (1− q)2 +2C2

3q
2 (1− q)+3q3 =E (ξ) = 3q.

最后，我们分析与题目（2）（�）平行的下述问题，尽管它们在实际应用中的意义不像原问题一
样重要：

为使得甲、乙所在队的比赛成绩为 0 分，5 分，10 分的概率较大，应该由谁参加第一阶段比赛？

由（1）的解答过程已知，

P (X = 0) = 1−
[
1− (1−p)3

]
·
[
1− (1− q)3

]
,
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P (Y = 0) = 1−
[
1− (1− q)3

]
·
[
1− (1−p)3

]
,

于是立刻得到 P (X = 0) = P (Y = 0)．

由（2）（�）的解答过程知，

P (X = 5) =
[
1− (1−p)3

]
·C1

3q (1− q)2 ,

P (Y = 5) =
[
1− (1− q)3

]
·C1

3p (1−p)2 ,

故 P (X = 5)−P (Y = 5) = 3pq (p− q) [pq− 2(p+ q)+3]．

注意到 0< p< q ⩽ 1，可得 −1⩽ pq− (p+ q)< 0，从而

pq− 2(p+ q)+3 = pq− (p+ q)+3− (p+ q)>−1+1 = 0,

故 P (X = 5)−P (Y = 5)< 0，所以为使得甲、乙所在队的比赛成绩为 5 分的概率较大，应该由
乙参加第一阶段比赛．

同样地，由

P (X = 10) =
[
1− (1−p)3

]
·C2

3q
2 (1− q) ,

P (Y = 10) =
[
1− (1− q)3

]
·C2

3p
2 (1−p) ,

知 P (X = 10)−P (Y = 10) = 3pq (q−p) [2pq− 3(p+ q)+3]．

然而，简单的例子表明条件 0< p< q ⩽ 1不足以确定 P (X = 10)与 P (Y = 10)的大小关系．例
如，取 p=0.5，q=0.6时，有 2pq−3(p+ q)+3> 0，故 P (X = 10)−P (Y = 10)> 0；取 p=0.8，
q = 0.9 时，有 2pq−3(p+ q)+3< 0，故 P (X = 10)−P (Y = 10)< 0．故为使得甲、乙所在队
的比赛成绩为 10 分的概率较大，还需要添加额外条件才能确定应该由谁参加第一阶段比赛．

【实测数据】（广西）本题阅卷数据如下．

题号 难度 区分度 满分 平均分 满分率

18 0.134 0.2367 17 2.2785 0.043% (165/386590)

35.

36.

37.（1）当 k ⩾ 2 时，第 k 次投篮的人是甲，共有下面两种情况：第 k−1 次投篮的人是甲且甲命中，
概率为 P (Ak−1)× 0.6 =

3

5
pk−1；第 k− 1 次投篮的人是乙且乙未命中，概率为 P

(
Ak−1

)
×

(1− 0.8) =
1

5
(1−pk−1)．

所以当 k⩾ 2时，pk =
3

5
pk−1+

1

5
(1−pk−1)=

2

5
pk−1+

1

5
，即 pk−

1

3
=

2

5

(
pk−1 −

1

3

)
，得 pk =

1

3
+

(
p1 −

1

3

)
×
(
2

5

)k−1

．又 p1 =
1

2
，所以第 i次投篮的人是甲的概率为 pi =

1

3
+

1

6
×
(
2

5

)i−1

．

（2）设随机变量

Xi =

{
1, 第i次投篮的人是甲,

0, 第i次投篮的人是乙
(i= 1,2, · · · ,n)�

则 Xi 服从两点分布，P (Xi = 1) =
1

3
+

1

6
×
(
2

5

)i−1

，且 Y =

n∑
i=1

Xi．由题设可得

E (Y ) =E

(
n∑

i=1

Xi

)
=

n∑
i=1

[
1

3
+

1

6
×
(
2

5

)i−1
]
=

n

3
+

5

18

[
1−
(
2

5

)n]
.
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评：（福建）本题阅卷数据如下．

分组 满分 平均分 难度 区分度

物理组总体 12 3.94 0.33 0.33
历史组总体 12 2.78 0.23 0.26
总体 12 3.69 0.31 0.33

小题得分率如下：

小问 0 1 2 3 4 5
(1) 13% 8% 5% 2% 72%
(2) 85% 3% 1% 2% 3% 6%
(3) 97% 1% 2% 0%

38. 7. （1）打完 3 个后，甲比乙至少多得 2 分等价于 3 个球甲全部取胜，结合独立性可得

p3 = p3.

打完 4 个后，甲比乙至少多得 2 分等价于 4 个球中甲至少胜 3 个球，因此

p4 = p4 +C3
4p

3q = p3 (4− 3p) .

（2）由（1）知 p4 −p3 = 3p3 (1−p)，同理 q4 − q3 = 3(1−p)3 p，所以
p4 −p3

q4 − q3
=

p2

(1−p)2
．

由题设
p2

(1−p)2
= 4，解得 p= 2（舍去），p=

2

3
．

（3）解法 1：设 A1 表示事件” 打完 2m 个球后，甲比乙至少多得 4 分”；A2 表示事件” 打完 2m

个球后，甲比乙多得 2 分”；A3 表示事件” 打完 2m 个球后，甲得分不超过乙得分”．A 表示事
件” 打完 2m+1 个球后，甲比乙至少多得 2 分”．

易见 p2m+1 =P (A)，p2m =P (A1)+P (A2)，P (A |A1 ) = 1，P (A |A2 ) = p，P (A |A3 ) = 0．当
m> 1 时，由全概率公式

p2m+1 =

3∑
i=1

P (Ai)P (A |Ai )

= P (A1)+ pP (A2)

= P (A1)+P (A2)− qP (A2)

= p2m − qCm+1
2m pm+1qm−1

= p2m −pCm+1
2m pmqm.

又 p3 = pP (A2) = p2 − qP (A2) = p2 −p2q，也满足上式．

故对所有正整数 m，p2m+1 −p2m =−pCm+1
2m pmqm．

同理可得 q2m+1 − q2m =−qCm+1
2m qmpm．

由于 p > q，故 p2m+1 −p2m < q2m+1 − q2m，所以 p2m+1 − q2m+1 < p2m − q2m．

思路 1：设 B1 表示事件”打完 2m+1个球后，甲比乙至少多得 3分”；B2 表示事件”打完 2m+1

个球后，甲比乙多得 1 分”；B3 表示事件” 打完 2m+1 个球后，乙比甲至少多得 1 分”．B 表
示事件” 打完 2m+2 个球后，甲比乙至少多得 2 分”．
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易见 p2m+2 = P (B)，p2m+1 = P (B1)，P (B |B1 ) = 1，P (B |B2 ) = p，P (B |B3 ) = 0．由全概
率公式

p2m+2 =

3∑
i=1

P (Bi)P (B |Bi )

= P (B1)+ pP (B2)

= p2m+1 +p2Cm+1
2m+1p

mqm,

即 p2m+2 −p2m+1 = p2Cm+1
2m+1p

mqm．

所以 p2m+2 −p2m = (p2m+2 −p2m+1)+ (p2m+1 −p2m) = p2Cm+1
2m+1p

mqm −pCm+1
2m pmqm．

同理可得 q2m+2 − q2m = q2Cm+1
2m+1q

mpm − qCm+1
2m qmpm．

因此

p2m+2−p2m−(q2m+2 − q2m)= p2Cm+1
2m+1p

mqm−pCm+1
2m pmqm−

(
q2Cm+1

2m+1q
mpm − qCm+1

2m qmpm
)

=
(
p2 − q2

)
Cm+1
2m+1p

mqm − (p− q)Cm+1
2m pmqm

= (p− q)pmqm
(
Cm+1
2m+1 −Cm+1

2m

)
> 0.

故 p2m+2 − q2m+2 > p2m − q2m．

思路 2：下面是证不等式 p2m+2 − q2m+2 > p2m − q2m 的另一种做法．

设 B1 表示事件” 打完 2m 个球后，甲比乙至少多得 4 分”；B2 表示事件” 打完 2m 个球后，甲
比乙多得 2 分”；B3 表示事件” 打完 2m 个球后，甲与乙得分相同”；B4 表示事件” 打完 2m 个
球后，乙比甲至少多得 2 分”．B 表示事件” 打完 2m+2 个球后，甲比乙至少多得 2 分”．

有 p2m+2 =P (B)，p2m =P (B1)+P (B2)，P (B |B1 ) = 1，P (B |B2 ) = 1−q2，P (B |B3 ) = p2，
P (B |B4 ) = 0．

由全概率公式

p2m+2 =

4∑
i=1

P (Bi)P (B |Bi )

= P (B1)+
(
1− q2

)
P (B2)+ p2P (B3)

= P (B1)+P (B2)− q2P (B2)+ p2P (B3)

= p2m − q2Cm+1
2m pm+1qm−1 +p2Cm

2mpmqm

= p2m −pqCm+1
2m pmqm +p2Cm

2mpmqm.

同理可得 q2m+2 − q2m =−pqCm+1
2m qmpm + q2Cm

2mqmpm．

所以 p2m+2 −p2m − (q2m+2 − q2m) =
(
p2 − q2

)
Cm
2mqmpm > 0．

故 p2m+2 − q2m+2 > p2m − q2m．

解法 2：设事件 Ek：第 k 个球甲胜，则 P (Ek) = p，P
(
Ek

)
= q．

设事件 Ak：打完 k 个球后甲比乙至少多得 4 分，

事件 Bk：打完 k 个球后乙比甲多得 2 或 3 分，

事件 Ck：打完 k 个球后乙比甲多得 0 或 1 分，

对任意正整数 m，当打完 2m 个球后，甲与乙的分数之差为偶数．当打完 2m+1 个球后，甲与
乙的分数之差为奇数．
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则 P (B2m) = Cm+1
2m pm+1qm−1，P (C2m) = Cm

2mpmqm，

P (B2m+1) = Cm+2
2m+1p

m+2qm−1，P (C2m+1) = Cm+1
2m+1p

m+1qm，pk = P (Ak)+P (Bk)．

因为各球的胜负相互独立，所以

A2m+1 ∪B2m+1 =A2m ∪ (B2mE2m+1) ,

A2m+2 ∪B2m+2 =A2m+1 ∪B2m+1 ∪C2m+1E2m+2,

从而

p2m+1 = P (A2m+2)+P (B2m+2) = P (A2m+1 ∪B2m+1)

= P (A2m)+P (B2m)P (E2m+1) = P (A2m)+P (B2m) (1− q)

= p2m −Cm+1
2m pm+1qm.

同理可得 q2m+1 = q2m −Cm+1
2m pmqm+1，

因为 p+ q = 1，0< p<
1

2
，所以 p > q，得

(p2m+1 − q2m+1)− (p2m − q2m) = Cm+1
2m pmqm (q−p)< 0,

即 p2m+1 − q2m+1 < p2m − q2m．

另一方面，

p2m+2 = P (A2m+2)+P (B2m+2) = P (A2m+2 ∪B2m+2)

= P (A2m+1)+P (B2m+1)+P (C2m+1)P (E2m+2)

= p2m+1 +Cm+1
2m+1p

mqmp2,

同理，q2m+2 = q2m+1 +Cm+1
2m+1p

mqmq2．

所以 (p2m+2 − q2m+2)− (p2m+1 − q2m+1) = Cm+1
2m+1p

mqm (p+ q) (p− q)，

因为 p+ q = 1 且 0< p< q < 1，所以

(p2m+2 − q2m+2)− (p2m − q2m)

= (p2m+2 − q2m+2)− (p2m+1 − q2m+1)+ (p2m+1 − q2m+1)− (p2m − q2m)

= Cm+1
2m+1p

mqm (p− q)+Cm+1
2m pmqm (q−p)

= Cm+1
2m pmqm (p− q)

(
2m+1

m
− 1

)
= Cm+1

2m pmqm (p− q) ·
m+1

m
> 0.

即 p2m − q2m < p2m+2 − q2m+2．

【解题思路】（3）p2m+1 − q2m+1 < p2m − q2m ⇐⇒ p2m+1 − p2m < q2m+1 − q2m，而且一旦得
到 p2m+1 − p2m 的表达式便可得到 q2m+1 − q2m 的表达式．下面我们设法得出 p2m+1 − p2m

的表达式，进而证得不等式 p2m+1 −p2m < q2m+1 − q2m．

p2m+1 表示事件 A=” 打完 2m+1 个球后甲比乙至少多得 2 分” 的概率，从” 条件” 的观点看，
此事件发生的概率与打完 2m 个球后甲的得分情况有关．把影响 A 的概率的各种情况找出来：
打完 2m 个球后，甲比乙至少多得 4 分；甲比乙多得 2 分；甲得分不超过乙得分．显然这三种
情况对应的三个事件满足：任两个事件不会同时发生，且必定有一个发生，而且 p2m 就是前两
种情况发生概率的和．至此能想到可以应用全概率公式得到 p2m+1 与 p2m 的联系，进而得到
p2m+1 −p2m 的表达式．

由于 p2m+2 − p2m = (p2m+2 −p2m+1)+ (p2m+1 −p2m)，且 p2m+1 − p2m =−pCm+1
2m pmqm，

因此为得到 p2m+2−p2m 的表达式只需得到 p2m+2−p2m+1 的表达式．我们可用同样的方法得
到 p2m+2 −p2m+1 的表达式．
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注 1：本题也可以分别证明不等式的两边．

因为各球的胜负相互独立，所以

A2m+1 ∪B2m+1 =A2m ∪ (B2mE2m+1) ,

A2m+2∪B2m+2 =A2m∪
[
B2m

(
E2m+1E2m+2 +E2m+1E2m+2 +E2m+1E2m+2

)]
∪
[
C2m

(
E2m+1E2m+2

)]
,

从而

p2m+1 = P (A2m+2)+P (B2m+2) = P (A2m+1 ∪B2m+1)

= P (A2m)+P (B2m)P (E2m+1) = P (A2m)+P (B2m) (1− q)

= p2m −Cm+1
2m pm+1qm.

同理可得 q2m+1 = q2m −Cm+1
2m pmqm+1，

于是

(p2m+1 − q2m+1)− (p2m − q2m) = Cm+1
2m pmqm (q−p)< 0,

即 p2m+1 − q2m+1 < p2m − q2m．

另一方面，

p2m+2 = P (A2m+2)+P (B2m+2) = P (A2m+2 ∪B2m+2)

= P (A2m)+P (B2m) [1−P (E2m+1)P (E2m+2)]+P (C2m)P (E2m+1)P (E2m+2)

= P (A2m)+P (B2m)
(
1− q2

)
+P (C2m)p2

= p2m −Cm+1
2m pm+1qm+1 +Cm

2mpm+2qm

= p2m −pmqmCm
2m

(
m

m+1
pq−p2

)
.

同理，q2m+2 = q2m −pmqmCm
2m

(
m

m+1
pq− q2

)
．

所以

(p2m+2 − q2m+2)− (p2m − q2m)

=−pmqmCm
2m

[(
m

m+1
pq+p2

)
−
(

m

m+1
pq+ q2

)]
= pmqmCm

2m

(
p2 − q2

)
> 0.

即 p2m − q2m < p2m+2 − q2m+2．

39.（1）令 f (x) = p0 +p1x+p2x
2 +p3x

3 −x，则 f (0) = p0，f (1) = 0，

f ′ (x) = p1 +2p2x+3p3x
2 − 1．

当 E (X)⩽ 1 时，对 x∈ (0,1) 有 f ′ (x)< p1 +2p2 +3p3 − 1 =E (X)− 1⩽ 0，

所以 f (x) 在 (0,1) 单调递减，从而 f (x) 在 (0,1] 只有一个零点 x0 = 1，故 p= 1．

当 E (X)> 1时，f ′ (0) = p1−1< 0，f ′ (1) =E (X)−1> 0，又 f ′ (x)在 (0,1)单调递增，因此
f ′ (x) 在 (0,1) 有唯一零点 x1．当 x∈ (0,x1) 时，f ′ (x)< 0；当 x∈ (x1,1) 时，f ′ (x)> 0，所
以当 x ∈ [0,1] 时，f (x) 在 x= x1 处取得最小值，故 f (x1)< f (1) = 0．又 f (0) = p0 > 0，所
以 f (x) 在 (0,x1) 存在零点，故 p < 1．

（2）当个体平均繁殖的后代数不超过 1时，这种微生物将最终消亡；当个体平均繁殖的后代数大
于 1 时，这种微生物长期存在的概率大于 0．
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第一章 概率论

1.1 随机事件和概率

习题组 II

1.【2026 武汉九调 11 改编】设 A,B 是一个随机试验中的两个事件, 已知

P (A |B)+P (B |A) = 1,P (A∪B) =
3

4

(1) 判断事件 A,B 是否相互独立；

(2) 若 P (AB) =
1

8
, 求 |P (A)−P (B)|；

(3) 求 P (AB) 的最大值；

(4) 若 P (A |B) = P (A |B), 求 P (A),P (B).

2. 设 n 是不小于 3 的正整数, 连续抛掷一枚质地均匀的硬币 n 次, 记事件 Ai 为“第 i 次和第 i+1

次抛掷均为反面”(1⩽ i⩽ n− 1).

(1) 判断 A1 和 A2 是否独立, 并说明理由；

(2) 若 n= 10, 证明：
P(A1 ∩A2 ∩A3 ∩·· ·∩An−1)> 2−n/2

(3) 若 n=2026,是否存在事件 B,使事件 A1B,A2B, . . . ,An−1B 两两独立,且概率均不为 0？

3.【2026“漫游数海”预测卷】从写有 1,2, . . . ,2n 的 2n(n⩾ 3) 张卡片中任选 k(k = 1,2, . . . ,2n) 张
卡片, 记其上数字之和为偶数的概率为 pk, 和为奇数的概率为 qk。

(1) 求 p2, q2n；

(2) 证明：当 k 为奇数时,pk =
1

2
；

(3) 讨论 pk, qk 的最大值。

4. 某地有 100个信号站 A1,A2, . . . ,A100,用 99条光缆将其依次串联,每条光缆可双向传输消息. 现
于信号站 A1,A100 投放某消息, 希望通过光缆将其传输至其余信号站. 若某光缆发生损毁, 则消
息无法通过该光缆进行传输. 已知每条光缆发生损毁这一事件的概率均为 p 且相互独立.

(1) 求所有信号站均能收到该消息的概率（用 p 表示）；

(2) 证明：log(1+ pm)⩽m log(1+ p),m∈ N∗；

(3) 若在传输前可从 A2,A3, . . . ,A99 中选取 n 个不同的信号站并投放上述消息（此时不知道
哪些光缆会损坏）, 要使得所有信号站均能收到该消息的概率大于 (1− p2)10, 求满足此
条件的 n 的最小值.

5.【2014 江西 21】将正整数 1,2,3, · · · ,2n(n⩾ 2) 随机分成 A,B 两组, 每组 n 个数, 记 A 组最大数
Amax 与最小数 Amin 之差为 ξ,B 组最大数 Bmax 与最小数 Bmin 之差为 η.

(1) 当 n= 3 时, 求 ξ 的分布列与数学期望；
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(2) 记 X = |a− b|, 若对任意 n⩾ 2,E(ξ)< c 恒成立, 求 c 的最小值;

(3) 令 C 表示事件“ξ = η”, 求 P (C), 并判断 P (C) 和 P (C) 的大小关系.

6.【2026“集英苑”5 月模拟考 19】甲和乙进行游戏：箱子里有 200 个小球, 其中一半标号为 1, 一
半标号为 2. 给定正整数 k, 甲在箱子里随机抽取 k 次, 每次抽取 1 个小球并放回, 记抽到小球的
编号之和为 Sk. 乙在箱子里不放回地随机抽取 100 个小球, 记抽到小球的编号之和为 T . 当且仅
当 Sk ∈ [T,T +100] 时甲获得游戏胜利, 设甲获得胜利的概率为 p(k).

(1) 求 S3 的分布列；

(2) 证明：p(99)<
1

2
；

(3) 若 p(k) 的最大值为 p(k0), 求正整数 k0.
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1.

2.

3.

4.

5.（1）ξ 的分布列为
ξ 2 3 4 5

P 1
5

3
10

3
10

1
5

Eξ =
7

2
.

（2）可知，1,2n不可能同时属于集合 A或集合 B，不妨先假设 1∈A,2n∈B。此时，设 maxA=

k(n⩽ k ⩽ 2n− 1)，可推得 minB = 2n−k+1。据假设，有

2,3, · · · ,2n−k ∈A, k+1,k+2, · · ·2n− 1∈B

此时还需从 2n−k+2, · · · ,k− 1 这 2(k−n) 个数中选取 k−n− 1 个数加入集合 A，故总分组
方法数为 Ck−n−1

2k−2n−2

1∈B,2n∈A情形下的分组方法数与上述情况相同，设 t= k−n−1∈ {−1,0,1, · · · ,n−2}，有

P (C) =

2

n−2∑
t=−1

Ct
2t

Cn
2n

假设 aj = Cj
2j，下判断 P (C) 与

1

2
的大小关系。当 n = 2 时，P (C) =

1

3
<

1

2
，当 n = 3 时，

P (C) =
3

10
<

1

2
，猜测 P (C)<

1

2
<P (C)，下利用数学归纳法证明。

已经证明了 n= 2,3 命题成立，假设 n= k(k ⩾ 3) 命题成立，当 n= k+1 时，由归纳假设，有
k−1∑
j=0

aj <
1

4
ak +ak−1

而
1

4
ak+1

1

4
ak +ak−1

=
(4k2 − 2k)(k− 1)(2k+1)

(k+1)2(4k2 − 3k+1)
>

2k2 −k− 1

k2 +2k+1
> 1(当k ⩾ 3时)

故

P (C) =

2

k−1∑
j=0

aj

ak+1
<

1

2
ak +2ak−1

ak+1 < 1
2

据数学归纳法，原命题得证。

下给出另一种方法，可以证明：

aj+1

aj
=

(2j+2)(2j+1)

(j+1)2
= 4−

2

j+1
> 2.
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从而
n−2∑
j=0

aj < an−2

(
1+

1

2
+

1

4
+ · · ·

)
= 2an−2 = 2Cn−2

2n−4.

所以

P (C)<
4Cn−2

2n−4

Cn
2n

=
n(n− 1)

(2n− 1)(2n− 3)
<

1

2
.

因此

P (C)<P (C).

6.
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