
第一章 计数原理与二项式定理

1.2 从杨辉三角谈到组合数

在中国南宋数学家杨辉的著作《详解九章算法》中，系统记录了一个三角形数阵，我们称
其为“杨辉三角”。杨辉三角是中国古代数学的杰出研究成果之一，它把二项式系数图形化，
把组合数内在的一些代数性质从图形中体现出来，是一种离散型的数与形的结合。
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观察到杨辉三角满足下述三条性质：

性质 1：每一行左右对称，且两端的数都是 1；
性质 2：每一行的数呈“中间大、两边小”的特点；
性质 3：从第三行起，不在两端的任意一个数，都等于它两肩上的数字之和。

问题 1.1 依次写出 k = 1, 2, 3, 4 时 (1 + x)k 的展开式，并按 x 的幂次升序排列排列，将各
项系数与杨辉三角中第 k + 1 行的数字进行比较，你发现了什么？

我们合理地猜测，这一性质对任意的 k ∈ N∗ 都成立，事实也的确如此（需用到第 3 条性
质，后将详细说明）。于是将杨辉三角中的数字等量替换为组合数，得到下图：
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问题 1.2 根据性质 1，写出 Cm
n 与 Cn−m

n 的关系式，并给出证明。
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问题 1.3 解答下述问题：

1. 根据性质 2 可知，C0
n,C1

n, · · · ,Cn−1
n ,Cn

n 满足一个不等关系，写出这个不等关系。

2. 设 f(r) = Cr
n，其定义域为 {0, 1, · · · , n}。讨论 f(r− 1)与 f(r)的大小关系，据此完

成（1）中提出的不等关系的证明。

问题 1.4 根据性质 3，写出含有组合数 Ck+1
n+1,Ck

n,Ck+1
n 的恒等式，给出证明，并据此论证本

章开头提出的猜测：“杨辉三角中，第 k + 1 行的数字依次等于 (1 + x)k 按 x 的幂次升序展
开后各项的系数。”

问题 1.5 解答下述问题：

1. 观察杨辉三角第二斜线的数，标出 C1
1,C1

2,C1
3,C1

4 这四个数在杨辉三角中的位置，计算
这四个数之和；标出 C2

5 在杨辉三角中的位置，并计算它的值，你发现了什么？

2. 观察杨辉三角第三斜线的数，标出 C2
2,C2

3,C2
4,C2

5 这四个数在杨辉三角中的位置，计算
这四个数之和；标出 C3

6 在杨辉三角中的位置，并计算它的值，你发现了什么？

3. 猜想：当 n ⩾ r 时，Cr
r + Cr

r+1 + Cr
r+2 + · · · + Cr

n 等于哪个组合数的值？并给出证
明；（提示：对 n 使用数学归纳法或利用性质 3）

注：组合数有如下边界情况，记 n ∈ N∗，C0
n = 1；对任意的 k < 0 或 k > n，有 Ck

n = 0；
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第一章 计数原理与二项式定理

1.2 从杨辉三角谈到组合数

习题

习题组 I

1.【2008 上海 12】组合数 Cr
n(n > r ⩾ 1,n,r ∈ Z) 恒等于

(A)
r+1

n+1
Cr−1
n−1 (B) (n+1)(r+1)Cr−1

n−1 (C) nrCr−1
n−1 (D)

n

r
Cr−1
n−1

2.【2017 湖北黄石九调 (改编)】将三项式 (x2 +x+1)n 展开, 当 n= 0,1,2,3, · · · 时, 得到下面的展
开式.

(x2 +x+1)0 = 1

(x2 +x+1)1 = x2 +x+1

(x2 +x+1)2 = x4 +2x3 +3x2 +2x+1

(x2 +x+1)3 = x6 +3x5 +6x4 +7x3 +6x2 + · · ·

(x2 +x+1)4 = x8 +4x7 +10x6 +16x5 +19x4 + · · ·

观察多项式系数之间的关系, 可以仿照杨辉三角构造下图所示的“广义杨辉三角”：

第 0 行 1

第 1 行 1 1 1

第 2 行 1 2 3 2 1

第 3 行 1 3 6 7 6 3 1

第 4 行 1 4 10 16 19 16 10 4 1

其构造方式为: 第 0 行为 1. 以下各行每个数是它头上与左右两肩上 3 个数之和（不足 3 数的，
缺少的数计为 0），第 k 行共有 2k+1 个数，则对于任意正整数 n，“广义杨辉三角”中第 n 行
的各数之和为 (△)。

在 (1+2x)(x2 +x+1)n 的展开式中，x2n−1 项的系数为 (△)

3.【2007 湖南 15】将杨辉三角中的奇数换成 1，偶数换成 0，得到如图所示的 0− 1 三角数表

第 1 行
第 2 行
第 3 行
第 4 行
第 5 行
第 6 行
第 7 行

1 1

1 0 1

1 1 1 1

1 0 0 0 1

1 1 0 0 1 1

1 0 1 0 1 0 1

1 1 1 1 1 1 1 1
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从上往下数，第 1次全行的数都为 1的是第 1行，第 2次全行都为 1的是第 3行，· · ·，第 n 次
全行的数都为 1 的是第 (△) 行，第 61 行中 1 的个数是 (△)。

（提示：在第 0 行补上一个 1，你能否看出什么规律（形状上的相似）？）

4.【2006 湖北 15 改编】将杨辉三角中的每一个数 Cr
n 都换成

1

(n+1)Cr
n

, 就得到一个如下图所示

的分数三角形

这称为莱布尼茨三角形. 从莱布尼茨三角形可看出
1

(n+1)Cr
n

+
1

(n+1)Cx
n

=
1

nCr
n−1

其中 x=

(△)，令 an =
1

3
+

1

12
+

1

30
+

1

60
+ · · ·+

1

nC2
n−1

+
1

(n+1)C2
n

，则数列 {an} 的前 100 项和为

(△)（用最简分数表示）

5.【2016 广州一模改编】以下数表的构造思路源于我国南宋数学家杨辉所著的《详解九章算术》一
书中的“杨辉三角形”。

该表由若干行数字组成，从第二行起，每一行中的数字均等于其“肩上”两数之和。若第一行有
n(n∈N∗)个数，则第 k(1⩽ k⩽ n)行是公差为（△）的等差数列，表中最后一行仅有一个数，这
个数为 (△)

6. 使用组合方法解答下述问题：

(1) 证明：一个非空有限集合具有奇数个元素的子集数与具有偶数个元素的子集数相等；

(2) 设 k,n∈ Z,1⩽ k < n，证明：

Ck−1
n−1C

k+1
n Ck

n+1 = Ck
n−1C

k−1
n Ck+1

n+1

这称为六边形恒等式（不妨在杨辉三角中标出恒等式中涉及的六个组合数。）
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(3)【2016 江苏 23（2）】: 证明: 当正整数 m,n 满足 m⩽ n 时, 有
n−m∑
k=0

(m+1+k)Cm
m+k = (m+1)Cm+2

n+2

(4) 证明：
n∑

k=0

kCk
n = n2n−1

n∑
k=0

k2Ck
n = n(n+1)2n−2

(5) 证明1：
n∑

k=0

kCk
np

k(1−p)n−k = np

n∑
k=0

k2Ck
np

k(1−p)n−k = np(1−p)

(6) 证明2：
min{n,M}∑

k=r

kCk
MCn−k

N−M

Cn
N

=
nM

N
,

min{n,M}∑
k=r

k(k− 1)Ck
MCn−k

N−M

Cn
N

=
n(n− 1)M(M − 1)

N(N − 1)

其中 n,N,M ∈ N∗,M ⩽N,n⩽N,r =max{0,n−N +M}。

（注：请先完成本习题组第 8 题与第 9 题第（3）小问。）

(7)【2008 江苏 23（2）（iii）】证明：
n∑

k=0

1

k+1
Ck
n =

2n+1 − 1

n+1

(8)【2024 广东一模 18（3）】某单位进行招聘面试，已知有 N 名学生参加招聘面试，其中来
自 A 校的学生人数为 n(n> 1)，每人被随机分配一个面试号码 k(k= 1,2,3 · · · ,n)，按面
试号码 k 从小到大依次进行面试，每人面试时长 1分钟。记随机变量 X 表示最后一名 A
校学生完成面试所用的时长（从第 1 名学生开始面试到最后一名 A 校学生完成面试所用

时间）。E(X) 是 X 的数学期望，求证：E(X) =
n(N +1)

n+1

(9)【2017 江苏 23 节选】证明：
m+n∑
k=n

1

k

Cn−1
k−1

Cn
m+n

<
n

(m+n)(n− 1)

7.【2008江苏 23改编】如果一个等式 f(x)= g(x)对任意 x∈R都成立,那么其导函数满足: f ′(x)=

g′(x) 对任意 x∈ R 都成立。

(1) 设函数 f(x) 在 R 上可导，且 y = f(x) 的图象关于 x= a 对称，证明：y = f ′(x) 的图象
关于 (a,0) 对称；

(2) 证明：当 n > 2 时,

n
[
(1+x)n−1 − 1

]
=

n∑
k=2

kCk
nx

k−1

(3) 设正整数 n⩾ 3，证明：

n∑
k=0

kCk
n = n2n−1

n∑
k=0

(−1)kCk
n = 0

n∑
k=1

(−1)kk2Ck
n = 0

1这是二项分布的期望和二阶矩公式。
2这是超几何分布的期望和二阶阶乘矩公式。
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8. 有一种组合恒等式的证明方法叫做“算两次”：将一个量用两种方法分别计算一次，由结果相同得
到等式，例如列方程时要从不同的视角列出表示同一个量的代数式，几何中常用的等积法等等。
我们还可以用这种方法，结合二项式定理得到其他组合恒等式。

(1) 依次写出 (1+x)2n 与 (1+x)n(1+x)n 的展开式（只在括号内做展开即可）；

(2) 写出 (1+x)n(1+x)n 中 xn 项的系数表达式；

(3) 证明：
n∑

k=0

(Ck
n)

2 = Cn
2n

(4) 证明：当 n,p,q 是正整数, 且 p⩾ n,q ⩾ n 时, 有3

n∑
k=0

Ck
pC

n−k
q = Cn

p+q

(5) 当 p,q,n 可取任意正整数时，上一题的恒等式是否满足？

9. 对部分组合恒等式，可以通过构造实例来进行证明，例如，要证明 Cm
n = Cn−m

n ，可考虑由 m

个 0 和 n−m 个 1 组成的长度为 n 的比特串，取定 0 的位置就唯一确定了比特串，这样的比特
串共有 Cm

n 个，同理，取定 1 的位置也唯一确定了比特串，这样的比特串共有 Cn−m
n 个，因此

Cm
n = Cn−m

n 。

请仿照示例证明下列恒等式：

Ck+1
n+1 = Ck

n +Ck+1
n(1)

n−r∑
k=0

Cr
r+k = Cr+1

n+1(2)

n∑
k=0

Ck
pC

n−k
q = Cn

p+q(3)
n∑

k=1

k(Ck
n)

2 = nCn−1
2n−1(4)

n∑
k=0

kCk
n = n2n−1(5)

n∑
k=0

k2Ck
n = n(n+1)2n−2(6)

提示：

第（2）问，对于由 r+1 个 1 和 n− r 个 0 组成的比特串，考虑最后一个 1 的位置。

第（4）问：用两种方法计数选择一个委员会的方式数，如果这个委员会有 n 个成员，要求这些
成员选自 n 个数学教授和 n 个计算机科学教授，并使得委员会的主席是数学教授。

第（5）问，对 n 个元素构成的集合 A，先选出集合 S ⊆A，再从中选出一个元素 x，或者先选
出特殊元素 x，再构造出 S。

第（6）问，对 n 个元素构成的集合 A，先选出集合 S ⊆A，再从中选出两个元素 x,y（x,y 可
以相同）或者先选出特殊元素 x,y（这里要分类讨论），再构造出 S。

3我国元末明初时期数学家朱世杰在 1303 年发现了这一恒等式，1772 年法国数学家范德蒙 (Vandermonde) 也发现了这
个恒等式，这一恒等式也称朱世杰—范德蒙恒等式 (Chu-Vandermonde Identity)。
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1.

2.

3. n(n+4). 第 n 行恰对应多项式 (x2 +x+1)n 的各项系数，设

(x2 +x+1)n =

2n∑
k=0

ckx
k,

则 (1+2x)(x2 +x+1)n 中 x2n−1 项的系数为 c2n−1 +2c2n−2。由“广义杨辉三角”的对称性
得 c2n−1 = c1 = n,c2n−2 = c2。

在 (x2 +x+1)n 中取出 x2 有两种方式：从一个因式中取 x2，其余均取 1，有 n 种；从两个因
式中各取 x，其余均取 1，有 C2

n 种。故 c2n−2 = n+C2
n，题目要求的系数为 n(n+4)

评：经实测，学生在应对这种与“数阵”相关的题目时往往不知从何入手。我们先前是如何对杨
辉三角的性质进行研究的？

观察图形与现象，寻找规律与联系，猜想与严格论证。

这一思考问题的方式，我们谈了很多遍。即使如此，对于长期接受“填鸭式教育”的学生来说，
他们往往不习惯这样去做，而寄希望于一套固定的流程来依靠，这并非通过短促突击所能解决，
要想填补这种意识与习惯上的欠缺，就必施以对等的持之以恒的建立过程。

Extra Question:通过“各行每个数是它头上与左右两肩上 3个数之和（不足 3数的，缺少的数
计为 0）”这一构造方式构造出的数阵，其第 n行的各数恰为 (x2+x+1)n 按 x的幂次升序排列
的各项系数。为什么？

4.

5. 2n−1;32. 观察数阵中数字排布的规律，第 1,3,7 行全为 1，可猜测：第 n 次全行的数都为 1
的是第 2n − 1 行。

观察第 0 到第 3 行的这个三角形，第 4 到 7 行两侧的三角形与第 0 到 3 行的完全一样，事实上，
写出前 15 行（如果足够耐心的话）：

第 1 行 1 1
第 2 行 1 0 1
第 3 行 1 1 1 1
第 4 行 1 0 0 0 1
第 5 行 1 1 0 0 1 1
第 6 行 1 0 1 0 1 0 1
第 7 行 1 1 1 1 1 1 1 1
第 8 行 1 0 0 0 0 0 0 0 1
第 9 行 1 1 0 0 0 0 0 0 1 1
第 10 行 1 0 1 0 0 0 0 0 1 0 1
第 11 行 1 1 1 1 0 0 0 0 1 1 1 1
第 12 行 1 0 0 0 1 0 0 0 1 0 0 0 1
第 13 行 1 1 0 0 1 1 0 0 1 1 0 0 1 1
第 14 行 1 0 1 0 1 0 1 0 1 0 1 0 1 0 1
第 15 行 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1
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可以发现，第 8 到 15 行左右的两块小三角形与第 1 到 7 行的三角形也是完全一样的，再继续往
下画也是如此，这种情况被称为自相似，这个三角形也被称为谢尔宾斯基三角形。

为何会这样呢？我们这里给出一个粗浅的解释：第 8 行只有两端为 1，中间全为 0，可以认为这
两个 1 被隔绝开了。在这两个隔开的部分未互相影响时，它们将像第 0 行的 1 一样独立向下生
成数字，其形态与第 0 到 7 行是完全相同的，直到第 15 行两边相碰，此时整行均为 1，而第 16
行再次变为两端为 1 的情况，以此类推下去⋯⋯

利用自相似的性质：第 14 行的 1 的个数，等于求第 6 行的 1 的个数再乘 2。（请观察上图）。根
据这一性质可求出第 61 行中 1 的个数，设第 s 行的数字 1 的个数为 f(s)，则

f(61) = f((26 − 1)− 2) = 2f((25 − 1)− 2) = 4f((24 − 1)− 2) = 8f((23 − 1)− 2) = 8f(5) = 32

自相似与分形几何的相关知识，在拓展阅读中略有介绍。

6. 由莱布尼茨三角形的相邻两数和性质知
1

(n+1)Cr
n

+
1

(n+1)Cr+1
n

=
1

nCr
n−1

,

故

x= r+1

方法一：
1

(k+1)C2
k

=
2

(k− 1)k(k+1)
=

1

k− 1
(
2

k
−

2

k+1
) =

1

k− 1
−

2

k
+

1

k+1
.

因此

an =

n∑
k=2

1

(k+1)C2
k

=

n∑
k=2

(
1

k− 1
−

2

k
+

1

k+1

)
=

1

2
−

1

n(n+1)

易求得数列前 100 项和为
2525

51

方法二：看图中第二行第一列，反复利用莱布尼茨三角形的性质向下分解
1

2
，有

1

2
= (

1

3
)+

1

6
= (

1

3
+

1

12
)+

1

12
= (

1

3
+

1

12
+

1

30
)+

1

20
· · ·

可知，an =
1

2
−

1

n(n+1)
，后略。

7. 2017×22015. 容易猜到第 k 行是公差为 2k−1 的等差数列，可使用数学归纳法证明，思路如
下：

设第 k 行第 j 个数为 ak,j，且满足递推 ak+1,j = ak,j +ak,j+1

当 k = 1 时，显然第 1 行公差为 1，命题成立。假设当 k = p 时命题成立，则当 k = p+1 时，

ap+1,t+1 −ap+1,t = (ap,t+1 +ap,t)− (ap,t +ap,t−1) = 2p

命题成立，得证。

这些数列的首项满足 ak+1,1 = ak,1 + ak,2 = 2ak,1 +2k−1，设 ak,1 = ck，下求解 {cn} 通项公

式：设 bk =
ck

2k−1
，等式两边同时除以 2k，得 bk+1 = bk +

1

2
，最终解得 cn = (n+1)2n−2

故最后一行的这个数为 2017× 22015。
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8.（1）设非空集合 A 有 n 个元素。由二项式定理，

(1− 1)n =

n∑
k=0

(−1)kCk
n = 0 ⇐⇒

∑
k为偶

Ck
n =

∑
k为奇

Ck
n = 2n−1.

左边分别表示偶数元子集与奇数元子集的个数，故结论成立。

（2）

（3）
n−m∑
k=0

(m+1+k)Cm
m+k =

n−m∑
k=0

(m+1+k)
(m+k)!

m!k!
= (m+1)

n−m∑
k=0

(m+1+k)!

(m+1)!k!

= (m+1)

n−m∑
k=0

Cm+1
m+k+1 = (m+1)Cm+2

n+2

评：这一类问题的一种思路是尽可能消去求和符号内除组合数外的部分。

（4）参考第（3）问的方法.

（5）参考第（3）问的方法。

（6）
min{n,M}∑

k=r

kCk
MCn−k

N−M =

min{n,M}∑
k=r

MCk−1
M−1C

n−k
N−M

可以验证，这里的求和范围包含了 Ck−1
M−1C

n−k
N−M 所有的非零项，根据范德蒙德恒等式，有：

min{n,M}∑
k=r

MCk−1
M−1C

n−k
N−M =MCn−1

N−1

因此：
min{n,M}∑

k=r

kCk
MCn−k

N−M

Cn
N

=
MCn−1

N−1

Cn
N

=
nM

N

第一个等式得证。

min{n,M}∑
k=r

k(k− 1)Ck
MCn−k

N−M =M(M − 1)

min{n,M}∑
k=2

Ck−2
M−2C

n−k
N−M

可以验证，这里的求和范围包含了 Ck−2
M−2C

n−k
N−M 所有的非零项，根据范德蒙德恒等式，有：

M(M − 1)

min{n,M}∑
k=2

Ck−2
M−2C

n−k
N−M =M(M − 1)Cn−2

N−2

故
min{n,M}∑

k=r

k(k− 1)Ck
MCn−k

N−M

Cn
N

=
n(n− 1)M(M − 1)

N(N − 1)

第二个等式得证。
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（7）参考第（3）问的方法：
n∑

k=0

1

k+1
Ck
n =

1

n+1

n∑
k=0

Ck+1
n+1 =

2n+1 − 1

n+1
.

（8）设来自 A 校的学生面试号码依次为 1⩽ i1 < i2 < · · ·< in ⩽N，则 X = in。

从 1,2, · · · ,N 中等可能地选出 n 个号码分给 A 校学生，可知

P (X = t) =
Cn−1
t−1

Cn
N

(n⩽ t⩽N).

于是

E(X) =

N∑
t=n

t ·
Cn−1
t−1

Cn
N

=
1

Cn
N

N∑
t=n

tCn−1
t−1 =

n

Cn
N

N∑
t=n

Cn
t

=
n

Cn
N

Cn+1
N+1 =

n(N +1)

n+1
.

（9）
m+n∑
k=n

1

k

Cn−1
k−1

Cn
m+n

<

m+n∑
k=n

1

k− 1

Cn−1
k−1

Cn
m+n

=
1

(n− 1)Cn
m+n

m+n∑
k=n

Cn−2
k−2

=
1

(n− 1)Cn
m+n

Cn−1
m+n−1 =

n

(m+n)(n− 1)
.

评：传统数学解题训练中一般呈现的是：“某种方法可以解决某种问题”，但这里其实缺少了关键
的信息：它没有书写试错的经历，尝试的途径，它把这些藏起来，直接摆出正确的，“天衣无缝”
的，令人“拍案叫绝”或是“不知所云”的解答过程，诚然，这种不说“废话”的行文方式既简
练又省事，然而这也使得学习者虽然能理解例题的正确思路，对相似的题型掌握得不错，但跳出
例题的范围，接触到新的问题时就无从下手。你可以说这一切要靠学生自己去领悟，尽管这句话
很“讨人嫌”。

学生在做题练习时，不要以解出题目并和参考答案对的上为终极目标，应尽可能尝试我们认为可
行的方案，并在卡住的地方思考下面的问题：

（1）我对方法理解太浅导致本来可以用此方法解决却没能真正解决？若果真如此，那么我对此方
法的理解还差在哪里？

（2）这个方法在此问题中根本不可行？问题里有什么本质困难是此方法无法克服的？有什么方法
恰好可以克服这样的缺陷？

根据前面习题的经验，我们此时要把求和符号中的
1

k
“消去”，直接仿照前面的组合数恒等变形

是做不到的。这里就需要用到放缩了，自然要问：

为何要放缩？如果一个表达式可以直接求出确切的值，那当然无需所谓“放缩”，除非不存在一
个等值的，简单的表达式来表示它。

放缩的准则如何？根据上一问可以很自然地得出一个准则，就是“易求性”，即放缩后的表达式要
简单，易于求出确切的值。此外，放缩必然要引入误差，在保证前者的前提下，误差要尽可能小。
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对于
1

k
Cn−1
k−1 =

1

k
·

(k− 1)!

(n− 1)!(k−n)!
，学生的一种想法是：

1

k
·

(k− 1)!

(n− 1)!(k−n)!
< k ·

(k− 1)!

(n− 1)!(k−n)!
= nCn

k

这一想法的问题何在？它虽然遵循了放缩后的“易求性”准则，但没有考虑到控制误差，他将原
表达式放大了 k2 倍，这是多么大的一个误差！

9.（1）由图象关于 x=a对称，知 f(a+t)= f(a−t)(∀t∈R)，两边对 t求导，得 f ′(a+t)=−f ′(a−t)，
这表明 y = f ′(x) 的图象关于点 (a,0) 中心对称。

（2）对 (1+x)n =

n∑
k=0

Ck
nx

k 两边求导得

(∗) n(1+x)n−1 =

n∑
k=1

kCk
nx

k−1 ⇐⇒ n
[
(1+x)n−1 − 1

]
=

n∑
k=2

kCk
nx

k−1

（3）第一式：令 (∗) 式中 x= 1 立得；

第三式：令 (∗) 式中 x=−1，得

n∑
k=1

kCk
n(−1)k−1 = 0 ⇐⇒

n∑
k=1

(−1)kkCk
n = 0 (∗∗)

再对

n(1+x)n−1 =

n∑
k=1

kCk
nx

k−1

两边求导，得

n(n− 1)(1+x)n−2 =

n∑
k=2

k(k− 1)Ck
nx

k−2

令 x=−1，有
n∑

k=2

(−1)kk(k− 1)Ck
n = 0 ⇐⇒

n∑
k=1

(−1)kk(k− 1)Ck
n = 0

将其与 (∗∗) 式相加即完成了证明。

10.（1）

(1+x)2n =

2n∑
k=0

Ck
2nx

k, (1+x)n(1+x)n =

(
n∑

k=0

Ck
nx

k

)(
n∑

k=0

Ck
nx

k

)
（2）

n∑
k=0

Ck
nC

n−k
n =

n∑
k=0

(Ck
n)

2.

（3）(1+x)2n 中 xn 项的系数为 Cn
2n，比较 xn 项系数，得

n∑
k=0

(Ck
n)

2 = Cn
2n.
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（4.1）由 (1+x)p(1+x)q = (1+x)p+q，比较 xn 项系数，得
n∑

k=0

Ck
pC

n−k
q = Cn

p+q

（4.2）可以证明： ∑
max{n−q,0}⩽k

⩽min{n,p}

Ck
pC

n−k
q = Cn

p+q

事实上，也只有当 max{n− q,0}⩽ k ⩽min{n,p} 时，Ck
pCn−k

q 才不为零（参考本节正文部分末
尾处的注记。）而 0⩽max{n− q,0},min{n,p}⩽ n 因此

n∑
k=0

Ck
pC

n−k
q =

∑
max{n−q,0}⩽k

⩽min{n,p}

Ck
pC

n−k
q = Cn

p+q

（4.1）中的式子在一般情况下仍然成立。

当在计算中遇到形如
∑
k

Ck
aC

d−k
b 的求和结构时，满足以下两个条件即可直接使用范德蒙德恒

等式：

（1）两个组合数的上标之和为常数；

（2）求和范围包含所有非零项；

11.（1）考虑长度为 n+1 的比特串，其中有 k+1 个 1。按第一个位置分类。若第一个位置取 1，则
其余 n 位中还需取 k 个 1，共 Ck

n 种；若第一个位置取 0，则其余 n 位中需取 k+1 个 1，共
Ck+1
n 种，故

Ck+1
n+1 = Ck

n +Ck+1
n .

（2）考虑由 r+1 个 1 和 n− r 个 0 组成的长度为 n+1 的比特串。这样的串共有 Cr+1
n+1 个。按

最后一个 1 所处的位置分类。若最后一个 1 在第 r+k+1 位，则其前 r+k 位中恰有 r 个 1，共
Cr
r+k 个，其中 k = 0,1, · · · ,n− r，故

n−r∑
k=0

Cr
r+k = Cr+1

n+1.

（3）设有 p+q 个不同元素，其中前 p个为甲类，后 q 个为乙类。任选 n个元素的方法数为 Cn
p+q。

若按所选甲类元素个数分类，选 k 个甲类、n−k 个乙类的方法数为 Ck
pCn−k

q ，分类求和得
n∑

k=0

Ck
pC

n−k
q = Cn

p+q .

（4）从 n 个数学教授和 n 个计算机教授中选出 n 人组成委员会，并指定一名数学教授为主席。
若委员会中有 k 名数学教授，则主席有 k 种选法，委员会的其余成员有 Ck

nCn−k
n = (Ck

n)
2 种选

法，总方法数为
n∑

k=1

k(Ck
n)

2。另一方面，先选主席，有 n 种；再从剩余 2n−1 人中选 n−1 人，

方法数为 Cn−1
2n−1。故

n∑
k=1

k(Ck
n)

2 = nCn−1
2n−1.
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（5）设 A 是一个 n 元集合。先选子集 S ⊆A，再从 S 中选一个元素 x。若 |S|= k，则有 kCk
n

种，故总数为
n∑

k=0

kCk
n。另一方面，先选特殊元素 x，有 n 种；再从其余 n−1 个元素中任取若

干与 x 组成 S，有 2n−1 种，故
n∑

k=0

kCk
n = n2n−1.

（6）设 A 是一个 n 元集合。先选子集 S ⊆ A，再从 S 中选有序二元组 (x,y)，允许 x= y。若

|S|= k，则有 k2Ck
n 种，故总数为

n∑
k=0

k2Ck
n。另一方面，先选 (x,y)。当 x= y 时，有 n种，之后

其余元素任取，共 n2n−1 种；当 x ̸= y 时，有 n(n−1)种，之后其余元素任取，得 n(n−1)2n−2

种，故
n∑

k=0

k2Ck
n = n2n−1 +n(n− 1)2n−2 = n(n+1)2n−2

1.2 从杨辉三角谈到组合数 11



第一章 计数原理与二项式定理

1.2 从杨辉三角谈到组合数

B 组

1. 设 q 是非零实数，对任意 n∈ N∗，定义“q-数”

(n)q = 1+ q+ · · ·+ qn−1

“q-阶乘”
(n)!q = (1)q(2)q · · · (n)q , 且 (0)!q = 1.

“q-组合数” (
n

k

)
q

=
(n)!q

(k)!q(n−k)!q
,k ∈ N,n∈ N∗,k ⩽ n

(1) 求
(
5

3

)
2

；

(2) 证明：对于任意 k,n∈ N∗,k+1⩽ n，(
n

k

)
q

=

(
n− 1

k− 1

)
q

+ qk

(
n− 1

k

)
q

(3) 证明：对于任意 k,m∈ N,n∈ N∗,k+1⩽ n，(
n+m+1

k+1

)
q

−
(

n

k+1

)
q

=

m∑
i=0

qn−k+i

(
n+ i

k

)
q

2.【2013 安徽理 21】某高校数学系计划在周六和周日各举行一次主题不同的心理测试活动,分别由
李老师和张老师负责, 已知该系共有 n 位学生, 每次活动均需该系 k 位学生参加 (n 和 k 都是固
定的正整数). 假设李老师和张老师分别将各自活动通知的信息独立、随机地发给该系 k 位学生,
且所发信息都能收到. 记该系收到李老师或张老师所发活动通知信息的学生人数为 X.

(1) 求该系学生甲收到李老师或张老师所发活动通知信息的概率；

(2) 求使 P (X =m) 取得最大值的整数 m。

3.【2025 杭州一模 19】如图所示，棋盘（足够大）由全等的边长为 1的正三角形组成，一颗质地均
匀的正方体骰子，六个面分别以 1∼ 6 标号。在棋盘上，以 O 为原点建立平面直角坐标系，其
中 A(1,0)。棋子初始位置为 O，投掷骰子 n 次，Xn 表示第 n 次投掷后棋子的位置（X0 为坐
标原点），规定：

−−→
OXn =

{−−−−→
OXn−1 +uk, 第n次掷得奇数,
−−−−→
OXn−1, 第n次掷得偶数,

其中向量 uk =

(
cos

2kπ

3
, sin

2kπ

3

)
(k ∈ Z)，k 为前 n 次投掷过程中，掷得偶数的总次数。
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(1) 求点 X2 所有可能的坐标；

(2) 求投掷骰子 8 次后棋子在原点的概率；

(3) 投掷骰子 80 次，记棋子在原点且投掷过程中掷得奇数的次数恰为 r(0 ⩽ r ⩽ 80) 的概率
为 p(r)，求 p(r) 的表达式与最大值点。
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1.

2.（2）可知 k ⩽ n,k ⩽m⩽ 2k

P (X =m) =
C2k−m
n Cm−k

m+n−2kC
m−k
n−k

Ck
nCk

n

下判断 P (X =m) = f(m) 的单调性。作商
f(m+1)

f(m)
=

(2k−m)(n−m)

(m+1−k)2

即比较 2k−
(k+1)2

n+2
与 m，分三类：n= k,

(k+1)2

n+2
∈ Z, /∈ Z

综合所有情况，m 取

⌊
2k−

(k+1)2

n+2

⌋
时，有 P (X =m) 最大。

评：请思考，我们是如何判断 g(m) = Cm
n 的单调性的？

3.

4. 可知 
沿斜上方道路运动 1 单位长度，记为U k = 3n+1

沿斜下方道路运动 1 单位长度，记为D k = 3n+2

沿右方道路运动 1 单位长度，记为R k = 3n

（1）考虑前两次骰子数的奇偶性：

投掷情况 奇奇 奇偶 偶奇 偶偶

X2 坐标 (2,0) (1,0) (−
1

2
,

√
3

2
) (0,0)

故 X2 的可能坐标为 {
(2,0), (1,0), (−

1

2
,

√
3

2
), (0,0)

}
（2）可知 U,D,R 三种运动方式出现的次数应当相同，记它们的出现次数分别为 NU ,ND,NR。

可按如下方式分类：

情况一，NU =ND =NR = 0：此时情况数为 1。

情况二，NU =ND =NR = 1：此时静止运动共出现 5 次，分割出六种状态，即 k = 0,1, · · · ,5。

将 U,D,R 插入到这 6 个状态后不会造成任何影响，而 U 可插入到 k = 1,4 状态，D 可插入到
k = 2,5 状态，R 可插入到 k = 3,6 状态，总情况数为 8。

情况三，NU =ND =NR = 2：此时静止运动共出现 2 次，分割出三种状态，即 k = 0,1,2。

将 U,D,R 插入到这 3 个状态后不会造成任何影响，而 U 可插入到 k = 0 状态，D 可插入到
k = 1 状态，R 可插入到 k = 2 状态，总情况数为 1。

每 8次投掷骰子构成的奇偶性序列都唯一对应一个运动序列，反之亦然，故题目所求概率为 5
128
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（3）参考第（2）问的思路：设 NU =ND =NR = p(0⩽ p⩽ 26)，其中 3p= r。此时静止运动出
现 80− 3p 次，分割出 81− 3p 种状态，即 k =C = {0,1, · · · ,80− 3p}

可知 3 | 81− 3p，按模 3 同余分类得到：

A0 = {x|,x∈C,x= 3k},A1 = {x|x∈C,x= 3k+1},A2 = {x|x∈C,x= 3k+2},k ∈ Z

可知 |A0|= |A1|= |A2|= 27−p

将 U,D,R 插入到这 81−3p 种状态后不会造成任何影响，而 U 可插入到 k ∈A1 中，D 可插入
到 k ∈A2 中，R 可插入到 k ∈A0 中。

以 U 为例，U 的插入情况数等价于方程

k1 +k2 + · · ·+k27−p = p

的非负整数解的个数，为 Cp
26，同理 D,R 的插入情况数也为 Cp

26。

故所求概率为，

p(r) =


(
Cr/3
26

)3

280
, r为3的倍数

0, otherwise

要求 p(r) ，即 Cr/3
26 的最大值，据作商法可证明当 r = 39 时，p(r) 取得最大值。
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