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第一章 数列

1.4 总复习题

A 组

1.【2001 上海春 16 改编】若数列 {an} 前 8 项的值各异，且对任意正整数 n，有 an+8 = an，则
下列数列中可取遍 {an} 前 8 项值的是

(A) {a3k+1} (B) {a4k+1} (C) {a5k+1} (D) {a6k+1}

2.【2017 全国 I 卷 12】几位大学生响应国家的创业号召，开发了一款应用软件. 为激发大家学习
数学的兴趣，他们推出了“解数学题获取软件激活码”的活动. 这款软件的激活码为下面数学问
题的答案：已知数列 1,1,2,1,2,4,1,2,4,8,1,2,4,8,16, · · ·，其中第一项是 20，接下来的两项是
20,21，再接下来的三项是 20,21,22，依次类推. 求满足如下条件的最小整数 N：N > 100 且该
数列的前 N 项和为 2 的整数幂，那么该款软件的激活码是

(A) 440 (B) 330 (C) 220 (D) 110

3.【2010 湖南理 15】数列 {an} 满足：对任意正整数 n, 只有有限个正整数 m 使得 am < n 成立,
记这样的 m 的个数为 (an)

∗, 得到一个新数列 {(an)∗}. 已知数列 {bn} 的通项公式为 bn = n2,
求 (b5)

∗ 的值与 ((an)
∗)∗ 的通项公式。

4.【2013 新课标 I 卷 12】设 ∆AnBnCn 的三边长为 an, bn, cn，∆AnBnCn 的面积为 Sn,n =

1,2,3 · · ·，若 b1 > c1, b1 + c1 = 2a1,an+1 = an, bn+1 =
cn +an

2
, cn+1 =

bn +an

2
，则

(A) {Sn} 为递减数列 (B) {Sn} 为递增数列

(C) {S2n−1} 为递增数列，{S2n} 为递减数列 (D) {S2n−1} 为递减数列，{S2n} 为递增数列

5.【2013 湖南文 15】对于 E= {a1,a2, · · · ,a100}的子集 X =
{
ai1 ,ai2 , · · · ,aik

}
，定义 X 的“特征

数列”为 x1,x2, · · · ,x100，其中 xi1 = xi2 = · · ·= xik =1，其余项均为 0。若 E 的子集 P 的“特
征数列”p1, p2, · · · , p100 满足 pi+pi+1 =1,1⩽ i⩽ 99，E 的子集 Q的“特征数列”q1, q2, · · · , q100
满足 q1 = 1, qj + qj+1 + qj+2 = 1,1⩽ j ⩽ 98，求 |P ∩Q|。

6.【2026 汕头一模 14】排列 1,2, · · ·37 这 37 个整数得到数列 {an}，记其前 n 项和为 Sn，已知
a1 = 37，且 ∀1⩽ n⩽ 36,n∈ N∗ : an+1 | Sn，求 a37。

7.【2024 新高考 I 卷 19】设 m 为正整数，数列 a1,a2, . . .a4m+2 是公差不为 0 的等差数列，若从
中删去两项 ai 和 aj(i < j) 后剩余的 4m 项可被平均分为 m 组，且每组的 4 个数都能构成等差
数列，则称数列 a1,a2, . . .a4m+2 是 (i, j) 可分数列。

（1）写出所有的 (i, j),1⩽ i < j ⩽ 6，使得数列 a1,a2, . . .a6 是 (i, j) 可分数列；

（2）当 m⩾ 3 时，证明：a1,a2, . . .a4m+2 数列是 (2,13) 可分数列；

8.【2009 北京文 20】设数列 {an} 的通项公式为 an = pn+ q，数列 {bm} 定义如下：对于正整数
m，bm 是使得不等式 an ⩾m 成立的所有 n 中的最小值。
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(1) 若 p= 2, q =−1，求数列 {bm} 的前 2m 项和公式；

(2) 是否存在 p 和 q，使得 bm = 3m+2？若存在，求 p 和 q 的取值范围，否则请说明理由。

9.【2014 安徽理 21】设实数 c > 0, 整数 p > 1,n∈ N∗。

(1) 证明: 当 x >−1 且 x ̸= 0 时, (1+x)p > 1+ px；

(2) 数列 {an} 满足 a1 > c
1
p , an+1 =

p− 1

p
an +

c

p
a1−p
n , 证明: an > an+1 > c

1
p。

10.【2009 湖南理 21】对于数列 {un}, 若存在常数 M > 0, 对任意的 n ∈ N∗, 恒有 |un+1 − un|+
|un −un−1|+ · · ·+ |u2 −u1|⩽M , 则称数列 {un} 为 B− 数列。

(1) 首项为 1, 公比为 q (|q|< 1) 的等比数列是否为 B− 数列? 请说明理由；

(2) 设 Sn 是数列 {xn} 的前 n 项和, 给出下列两组论断：

A 组: （1）数列 {xn} 是 B− 数列（2）数列 {xn} 不是 B− 数列

B 组: （3）数列 {Sn} 是 B− 数列（4）数列 {Sn} 不是 B− 数列

请以其中一组中的一个论断为条件, 另一组中的一个论断为结论组成一个命题. 判断所给
命题的真假, 并证明你的结论；

(3) 若数列 {an},{bn} 都是 B− 数列, 证明: 数列 {anbn} 也是 B− 数列。

11.【2008 江苏 19】

(1) 设 a1,a2, · · · ,an 是各项均不为零的 n (n ⩾ 4) 项等差数列, 且公差 d ̸= 0. 若将此数列删
去某一项得到的数列 (按原来的顺序) 是等比数列。

i. 当 n= 4 时, 求
a1

d
的值；

ii. 求 n 的所有可能值；

(2) 求证: 对于给定的正整数 n (n⩾ 4),存在一个各项及公差都不为零的等差数列 b1, b2, · · · , bn,
其中任意三项 (按原来顺序) 都不能组成等比数列。

12.【2019 江苏 20】定义首项为 1 且公比为正数的等比数列为“M− 数列”。已知数列 {bn} 的通项
公式为 bn = n。设 m 为正整数，若存在“M− 数列 {cn}”，对任意正整数 k，当 k ⩽m 时，都
有 ck ⩽ bk ⩽ ck+1 成立，求 m 的最大值。

13.【2015 上海理 22】已知数列 {an} 与 {bn} 满足 an+1 −an = 2(bn+1 − bn),n∈ N∗。

(1) 设 {an} 的第 n0 项是最大项，求证：{bn} 的第 n0 项是最大项；

(2) 设 a1 = λ< 0, bn = λn(n∈N∗)，求 λ的取值范围，使得 {an}有最大值 M 与最小值 m，

且
M

m
∈ (−2,2)。
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1.

2. 思路 1：当
k (k+1)

2
< n⩽

(k+1)(k+2)

2
时，an = 2n− k(k+1)

2 −1. 前
k (k+1)

2
项和为：

S k(k+1)
2

=

k−1∑
j=0

j∑
i=0

2i =

k−1∑
j=0

(
2j+1 − 1

)
= 2

(
2k − 1

)
−k = 2k+1 −k− 2.

所以当
k (k+1)

2
< n⩽

(k+1)(k+2)

2
时，前 n 项和为

Sn = S k(k+1)
2

+

n∑
i=

k(k+1)
2 +1

ai

= 2k+1 −k− 2+

n− k(k+1)
2 −1∑

i=0

2i

= 2k+1 −k− 2+

(
2n− k(k+1)

2 − 1

)
.

由于 n ⩽
(k+1)(k+2)

2
，所以 Sn ⩽ 2k+1 − k− 3+2k+1 < 2k+2，另一方面 n ⩾

k (k+1)

2
+1，

且 2k = (1+1)k ⩾ C1
k +C0

k = k+ 1，则 Sn > 2k+1 − k− 2 + 1 = 2k + 2k − k− 1 ⩾ 2k，所以
2k < Sn < 2k+2.

把前面的 n 换为 N，要使得 SN 为 2 的整数幂，必须有 SN = 2k+1，化简得

2N −
k (k+1)

2
= k+3,⇒N = log2 (k+3)+

k (k+1)

2
.

由于 N 为正整数，所以必须有 k+ 3 是 2 的幂次，即 k ∈ {1,5,13,29,61, · · ·}，相应地 N ∈
{3,18,82,440,1897, · · ·}. 所以满足 N > 100 的最小正整数 N 为 440.

思路 2：由题意，数列分段给出，第 n段是首项为 1、公比为 2的等比数列，因此前 n段包含的

项数为 1+2+ · · ·+n=
n (n+1)

2
，这些项的和为

20+
(
20 +21

)
+ · · ·+

(
20 +21 + · · ·+2n−1

)
=
(
21 − 1

)
+
(
22 − 1

)
+ · · ·+(2n − 1)=2n+1−n−2.

设所求的 N 项中包含完整的 n 段等比数列以及第 n+1 段等比数列的前 k 项，则

N =
n (n+1)

2
+k > 100,

20 +21 + · · ·+2k−1 = n+2, k < n+1,

且使得 N 的取值最小. 这等价于求 n 和 k 满足

N =
n (n+1)

2
+k > 100, n+3= 2k, k < n+1,

且使得 N 的取值最小.

于是，n= 2k − 3，故

N =

(
2k − 3

)(
2k − 2

)
2

+k.

要使得 N > 100 且取值最小，只需求 k 的最小值，使得 N > 100. 当 k = 4 时，N = 95< 100，
不符合题意；当 k = 5 时，N = 440，此时 n= 29，故满足条件的最小整数 N 为 440.

由于该款软件的激活码就是 N 的值，因此该款软件的激活码为 440. 故选 A.
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思路 3：以 SN 记数列的前 N 项和. 由题意，数列的前 110 项为

20,20,21, · · · ,20,21, · · · ,213,20,21,22,23,24,

所以
S110 = 20 +

(
20 +21

)
+ · · ·+

(
20 +21 + · · ·+213

)
+
(
20 +21 +22 +23 +24

)
=
(
21 − 1

)
+
(
22 − 1

)
+ · · ·+

(
214 − 1

)
+
(
25 − 1

)
=
(
21 +22 + · · ·+214

)
− 14+31

= 215 +15.

这是一个奇数，不可能是 2 的整数幂. 故选项 D 不正确.

同理，

S220 = 20 +
(
20 +21

)
+ · · ·+

(
20 +21 + · · ·+219

)
+
(
20 +21 + · · ·+29

)
= 221 +210 − 23,

这是一个奇数，不可能是 2 的整数幂. 故选项 C 不正确；

又

S330 = 20 +
(
20 +21

)
+ · · ·+

(
20 +21 + · · ·+224

)
+
(
20 +21 +22 +23 +24

)
= 226 +4,

也不是 2 的整数幂. 故选项 B 也不正确.

所以，正确选项为 A.

【实测数据】阅卷数据如下.

地区 难度 区分度 选 A 选 B 选 C 选 D
河南理 0.20 0.16 19.84% 26.01% 40.56% 13.43%
福建理 0.26 0.15 25.71% 28.22% 33.03% 12.83%

3.

4.

5.

6.

7.

8.

9.（1）由题意得 an = 2n− 1。对正整数 m，由 an ⩾m 得 n⩾
m+1

2
。

根据 bm 的定义可知，当 m= 2k−1 时，bm = k (k ∈ N∗)；当 m= 2k 时，bm = k+1(k ∈ N∗),
所以

b1 + b2 + · · ·+ b2m = (b1 + b3 + · · ·+ b2m−1)+ (b2 + b4 + · · ·+ b2m)

= (1+2+3+ · · ·+m)+ [2+3+4+ · · ·+(m+1)]

=
m (m+1)

2
+

m (m+3)

2

=m2 +2m.

（2）假设存在 p,q 满足条件，由不等式 pn+ q ⩾m 及 p > 0 得 n⩾
m− q

p
。

4 1.4 总复习题



因为 bm = 3m+2(m∈ N∗)，由 bm 的定义可知，对于任意的正整数 m 都有

3m+1<
m− q

p
⩽ 3m+2.

即 −2p− q ⩽ (3p− 1)m<−p− q 对任意的正整数 m 都成立。

当 3p− 1> 0（或 3p− 1< 0）时，得 m<−
p+ q

3p− 1
（或 m⩽−

2p+ q

3p− 1
），这与上述结论矛盾。

当 3p− 1 = 0，即 p=
1

3
时，得 −

2

3
− q ⩽ 0<−

1

3
− q。

解得 −
2

3
⩽ q <−

1

3
。（经检验符合题意）

所以存在 p和 q，使得 bm = 3m+2(m∈ N∗)；p和 q 的取值范围分别是 p=
1

3
，−

2

3
⩽ q <−

1

3
。

Fiddie 评：实测数据如下：

本题文科难度为 0.12，其中海淀区难度为 0.18。得分分布如下：
�� 0 1 2 3 4 5 6

�� 50.87% 15.73% 3.52% 15.53% 4.92% 1.64% 1.40%

�� 7 8 9 10 11 12 13

�� 0.88% 3.04% 1.95% 0.10% 0.24% 0.07% 0.12%

全市满分人数为 33 人。

易错警示：

1. 第一问中不理解题意，没有意识到 bm ∈ N∗，得到 b3 =
20

3
；

2. 第二问中得到 2n− 1⩾ 2m，计算出 n⩾
2m+1

2
；

3. 第二问中虽然得到了 n⩾
m+1

2
，但没有对 m 的奇偶进行讨论的意识，或者讨论出错；

4. 一一列举出“1+2+2+3+3+ · · ·+m+m+m+1”，但最后通项出错，或者还有尽管列举
正确，但是由于项数不清和公式不熟导致求和出错；

5. 对题目中“n 中的最小值”理解不清，第三问得到了 n⩾
m− q

p
，

m− q

p
⩽ 3m+2 但没有考

虑到
m− q

p
> 3m+1。

10. 新答案（来源：321-340 已有结论放缩与数列不等式.md）：

(1) 问一个思路是利用 (1)问结论，但说实话如果没做过类似的题目是很难看出联系的，为了
证明 an > c

1
p，需要对递推公式进行一定的变形来将 an 和 c

1
p 更直观的联系起来，再考

虑到要证明 {an}单调递减，由此想到对相邻两项作商，这样既能便于证明 {an}单调递
减，还能“剥离”出一个

c

apn
的形式：

新答案（来源：4.3 多个量词的问题（2）数列.md）：（1）设满足题设的等比数列为 {an}，则

an =

(
−

1

2

)n−1

．于是

|an −an−1|=

∣∣∣∣(−1

2

)n−1

−
(
−

1

2

)n−2
∣∣∣∣= 3

2
×
(
1

2

)n−2

,n⩾ 2.
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因此

|an+1 −an|+ |an −an−1|+ · · ·+ |a2 −a1|=
3

2

[
1+

1

2
+ · · ·+

(
1

2

)n−1
]
=3×

[
1−

(
1

2

)n]
< 3.

故首项为 1，公比为 −
1

2
的等比数列是 B-数列．

（2）命题 1：若数列 {xn} 是 B-数列，则数列 {Sn} 是 B-数列．此命题为假命题．

事实上，设 xn = 1，n∈ N∗，则数列 {xn} 是 B-数列．但 Sn = n，此时

|Sn+1 −Sn|+ |Sn −Sn−1|+ · · ·+ |S2 −S1|= n.

由 n 的任意性可知，数列 {Sn} 不是 B-数列．

命题 2：若数列 {Sn} 是 B-数列，则数列 {xn} 是 B-数列．此为真命题．

事实上，因为数列 {Sn} 是 B-数列，所以存在正数 M，对任意 n∈ N∗，有

|Sn+1 −Sn|+ |Sn −Sn−1|+ · · ·+ |S2 −S1|⩽M,

即 |xn+1|+ |xn|+ · · ·+ |x2|⩽M．于是

|xn+1 −xn|+ |xn −xn−1|+ · · ·+ |x2 −x1|

⩽ |xn+1|+2 |xn|+2 |xn−1|+ · · ·+2 |x2|+ |x1|⩽ 2M + |x1| .
所以数列 {xn} 是 B-数列．

（注：按题中要求组成其他命题解答时，仿上述解法．）

（3）若数列 {an} 是 B-数列，则存在正数 M，使得对任意 n∈ N∗，有

|an+1 −an|+ |an −an−1|+ · · ·+ |a2 −a1|⩽M.

因为

|an|= |an −an−1 +an−1 −an−2 + · · ·+a2 −a1 +a1|

⩽ |an −an−1|+ |an−1 −an−2|+ · · ·+ |a2 −a1|+ |a1|⩽M + |a1| .
记 K =M + |a1|，则有∣∣a2n+1 −a2n

∣∣= |(an+1 +an) (an+1 −an)|⩽ (|an+1|+ |an|) |an+1 −an|⩽ 2K |an+1 −an| .

因此 ∣∣a2n+1 −a2n

∣∣+ ∣∣a2n −a2n−1

∣∣+ · · ·+
∣∣a22 −a21

∣∣⩽ 2KM.

故数列
{
a2n
}
是 B-数列.

【解题思路】解第（1）问时，只需写出等比数列的通项公式，代入”B-数列”定义中不等式的左边，
再由等比数列的前 n 项和公式得出结论．

第（2）问是一个开放型问题，A，B 两组共组成八种命题，考生可以根据自身的思维习惯任取
一命题进行判断和证明，若选 �⇒�，�⇒�两组真命题，则对其证明要求比较高；若选 �⇒�，则
只需举一个简单的反例即可判断并证明其真假，如取 xn = 1，则 {xn} 是 B-数列，{Sn} 不是
B-数列．

解第（3）问时，首先证明 B-数列是有界数列，然后根据∣∣a2n −a2n−1

∣∣⩽ (|an|+ |an−1|) (|an −an−1|)

得出结论．

【实测数据】本题文科难度为 0.066．
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新答案（来源：4.3 多个量词的问题（2）数列.md）：首先证明一个” 基本事实”：

一个等差数列中，若有连续三项成等比数列，则这个数列的公差 d0 = 0．

事实上，设这个数列中的连续三项 a−d0，a，a+d0 成等比数列，则

a2 = (a−d0) (a+d0) ,

由此得 d0 = 0．

（1）（�）当 n= 4 时，由于数列的公差 d ̸= 0，故由” 基本事实” 推知，删去的项只可能为 a2 或
a3．

� 若删去 a2，则由 a1,a3,a4 成等比数列，得 (a1 +2d)2 = a1 (a1 +3d)．

因 d ̸= 0，故由上式得 a1 =−4d，即
a1

d
=−4，此时数列为 −4d,−3d,−2d,−d，满足题设．

� 若删去 a3，则由 a1,a2,a4 成等比数列，得 (a1 +d)2 = a1 (a1 +3d)．

因 d ̸= 0，故由上式得 a1 = d，即
a1

d
= 1．此时数列为 d,2d,3d,4d，满足题设．

综上可知，
a1

d
的值为 −4 或 1．

（�）若 n⩾ 6，则从满足题设的数列 a1,a2, · · · ,an 中删去一项后得到的数列，必有原数列中的连
续三项，从而这三项既成等差数列又成等比数列，故由”基本事实”知，数列 a1,a2, · · · ,an 的公
差必为 0，这与题设矛盾．所以满足题设的数列的项数 n⩽ 5．又因题设 n⩾ 4，故 n= 4 或 5．

当 n= 4 时，由（�）中的讨论知存在满足题设的数列．

当 n= 5时，若存在满足题设的数列 a1,a2,a3,a4,a5，则由”基本事实”知，删去的项只能是 a3，

从而 a1,a2,a4,a5 成等比数列，故

(a1 +d)2 = a1 (a1 +3d) ,

及

(a1 +3d)2 = (a1 +d) (a1 +4d) .

分别化简上述两个等式，得 a1d= d2 及 a1d=−5d2，故 d= 0，矛盾．因此，不存在满足题设
的项数为 5 的等差数列．

综上可知，n 只能为 4．

（2）假设对于某个正整数 n，存在一个公差为 d′的 n项等差数列 b1, b1+d′, · · · , b1+(n− 1)d′
(
b1d

′ ̸= 0
)
，

其中三项 b1 +m1d
′, b1 +m2d

′, b1 +m3d
′ 成等比数列，这里 0⩽m1 <m2 <m3 ⩽ n− 1．则有(

b1 +m2d
′
)2

=
(
b1 +m1d

′
)(

b1 +m3d
′
)
,

化简得

(m1 +m3 − 2m2)b1d
′ =

(
m2

2 −m1m3

)(
d′
)2

.

（*）

由 b1d
′ ̸= 0 知，m1 +m3 − 2m2 与 m2

2 −m1m3 或同时为零，或均不为零．

若 m1 +m3 − 2m2 = 0，且 m2
2 −m1m3 = 0，则有

(
m1 +m3

2

)2

−m1m3 = 0，

即 (m1 −m3)
2 = 0，得 m1 =m3，从而 m1 =m2 =m3，矛盾．
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因此，m1 +m3 − 2m2 与 m2
2 −m1m3 都不为零，故由（*）得

b1

d′
=

m2
2 −m1m3

m1 +m3 − 2m2
.

因为 m1,m2,m3 均为非负整数，所以上式右边为有理数，从而
b1

d′
是一个有理数．

于是，对于任意的正整数 n⩾ 4，只要取
b1

d′
为无理数，则相应的数列 b1, b2, · · · , bn 就是满足要

求的数列．例如，取 b1 = 1，d′ =
√
2，那么，n项数列 1,1+

√
2,1+2

√
2, · · · ,1+(n− 1)

√
2满

足要求．

【解题思路】第（2）问在解答时也可以先给出数列 1,1+
√
2,1+2

√
2, · · · ,1+ (n− 1)

√
2（只要

公差为无理数均可），然后再证明其中任意三项都不构成等比数列（最终会得出
√
2 等于一个有

理数的形式，就导出矛盾）．

新答案（来源：4.3多个量词的问题（2）数列.md）：（1）设等比数列 {an}公比为 q，所以 a1 ̸=0，
q ̸= 0．

由 {
a2a4 = a5,

a3 − 4a2 +4a1 = 0,

得 {
a21q

4 = a1q
4,

a1q
2 − 4a1q+4a1 = 0,

解得 {
a1 = 1,

q = 2.

因此数列 {an} 为”M-数列”．

（2）� 因为
1

Sn
=

2

bn
−

2

bn+1
，所以 bn ̸= 0．

由 b1 = 1，S1 = 1，得
1

1
=

2

1
−

2

b2
，则 b2 = 2．

由
1

Sn
=

2

bn
−

2

bn+1
，得 Sn =

bnbn+1

2(bn+1 − bn)
，

当 n⩾ 2 时，由 bn = Sn −Sn−1，得 bn =
bnbn+1

2(bn+1 − bn)
−

bn−1bn

2(bn − bn−1)
，

整理得 bn+1 + bn−1 = 2bn．

所以数列 {bn} 是首项和公差均为 1 的等差数列．

因此，数列 {bn} 的通项公式为 bn = n (n∈ N∗)．

� 由 � 知，bk = k，k ∈ N∗．

因为数列 {cn} 为”M-数列”，设公比为 q，所以 c1 = 1，q > 0．

因为 ck ⩽ bk ⩽ ck+1，所以 qk−1 ⩽ k ⩽ qk，其中 k = 1,2,3, · · · ,m．

当 k = 1 时，有 q ⩾ 1；
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当 k = 2,3, · · · ,m 时，有
lnk
k

⩽ lnq ⩽
lnk
k− 1

．

令 f (x) =
lnx
x

(x > 1)，则 f ′ (x) =
1− lnx

x2
．

令 f ′ (x) = 0，得 x= e．列表如下：

x (1, e) e (e,+∞)

f ′ (x) + 0 −
f (x) ↗ 极大值 ↘

因为
ln2
2

=
ln8
6

<
ln9
6

=
ln3
3
，所以 f (k)max = f (3) =

ln3
3
．

取 q =
3
√
3，当 k= 1,2,3,4,5 时，

lnk
k

⩽ lnq，即 k ⩽ qk，经检验知 qk−1 ⩽ k 也成立．因此所求
m 的最大值不小于 5．

若 m ⩾ 6，分别取 k = 3,6，得 3 ⩽ q3，且 q5 ⩽ 6，从而 q15 ⩾ 243，q15 ⩽ 216，所以 q 不存在．
因此所求 m 的最大值小于 6．

综上，所求 m 的最大值为 5．

新答案（来源：321-340 已有结论放缩与数列不等式.md）：

(1) 令 f (x) = (1+x)p −px− 1，f ′ (x) = p
[
(1+x)p−1 − 1

]
。

2.

3. 首先证明一个“基本事实”：一个等差数列中，若有连续三项成等比数列，则这个数列的公差
d0 = 0. 证明如下：

设这个数列中的连续三项 a−d0,a,a+d0 成等比数列，则

a2 = (a−d0) (a+d0) ,

由此得 d0 = 0.

（1.i）当 n= 4 时，由于数列的公差 d ̸= 0，故由“基本事实”推知，删去的项只可能为 a2 或 a3.

� 若删去 a2，则由 a1,a3,a4 成等比数列，得 (a1 +2d)2 = a1 (a1 +3d).

因 d ̸= 0，故由上式得 a1 =−4d，即
a1

d
=−4，此时数列为 −4d,−3d,−2d,−d，满足题设.

� 若删去 a3，则由 a1,a2,a4 成等比数列，得 (a1 +d)2 = a1 (a1 +3d).

因 d ̸= 0，故由上式得 a1 = d，即
a1

d
= 1. 此时数列为 d,2d,3d,4d，满足题设.

综上可知，
a1

d
的值为 −4 或 1.

（1.ii）若 n⩾ 6，则从满足题设的数列 a1,a2, · · · ,an 中删去一项后得到的数列，必有原数列中的
连续三项，从而这三项既成等差数列又成等比数列，故由“基本事实”知，数列 a1,a2, · · · ,an 的
公差必为 0，这与题设矛盾. 所以满足题设的数列的项数 n⩽ 5. 又因题设 n⩾ 4，故 n= 4 或 5.

当 n= 4 时，由（1.i）中的讨论知存在满足题设的数列.
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当 n=5时，若存在满足题设的数列 a1,a2,a3,a4,a5，则由“基本事实”知，删去的项只能是 a3，
从而 a1,a2,a4,a5 成等比数列，故

(a1 +d)2 = a1 (a1 +3d) ,

及

(a1 +3d)2 = (a1 +d) (a1 +4d) .

分别化简上述两个等式，得 a1d= d2 及 a1d=−5d2，故 d= 0，矛盾. 因此，不存在满足题设的
项数为 5 的等差数列.

综上可知，n 只能为 4.

（2）假设对于某个正整数 n，存在一个公差为 d′的 n项等差数列 b1, b1+d′, · · · , b1+(n− 1)d′
(
b1d

′ ̸= 0
)
，

其中三项 b1 +m1d
′, b1 +m2d

′, b1 +m3d
′ 成等比数列，这里 0⩽m1 <m2 <m3 ⩽ n− 1. 则有(

b1 +m2d
′
)2

=
(
b1 +m1d

′
)(

b1 +m3d
′
)
,

化简得

(m1 +m3 − 2m2)b1d
′ =

(
m2

2 −m1m3

)(
d′
)2

. (∗)

由 b1d
′ ̸= 0 知，m1 +m3 − 2m2 与 m2

2 −m1m3 或同时为零，或均不为零.

若m1+m3−2m2 =0，且m2
2−m1m3 =0，则有

(
m1 +m3

2

)2

−m1m3 =0，即 (m1 −m3)
2 =0，

得 m1 =m3，从而 m1 =m2 =m3，矛盾.

因此，m1 +m3 − 2m2 与 m2
2 −m1m3 都不为零，故由 (∗) 得

b1

d′
=

m2
2 −m1m3

m1 +m3 − 2m2
.

因为 m1,m2,m3 均为非负整数，所以上式右边为有理数，从而
b1

d′
是一个有理数.

于是，对于任意的正整数 n⩾ 4，只要取
b1

d′
为无理数，则相应的数列 b1, b2, · · · , bn 就是满足要

求的数列. 例如，取 b1 = 1，d′ =
√
2，那么，n 项数列 1,1+

√
2,1+2

√
2, · · · ,1+(n− 1)

√
2 满

足要求.

评：第（2）问在解答时也可以先给出数列 1,1+
√
2,1+2

√
2, · · · ,1+(n− 1)

√
2（只要公差为无

理数均可），然后再证明其中任意三项都不构成等比数列（最终会得出
√
2 等于一个有理数的形

式，就导出矛盾）.

4.

5.
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第一章 数列

习题组 II

1.【2009 上海理 23】已知 {an} 是公差为 d 的等差数列, {bn} 是公比为 q 的等比数列。

（1）若 {an}= 3n+1, 是否存在 m,k ∈ N∗, 有 am +am+1 = ak? 请说明理由；

（2）找出所有数列 {an} 和 {bn}, 使对一切 n∈ N∗,
an+1

an
= bn, 并说明理由；

（3）若 a1 = 5, d= 4, b1 = q = 3, 试确定所有的 p, 使数列 {an} 中存在某个连续 p 项的和是数列
{bn} 中的一项, 请证明。

2.【2011 湖南理 22】已知函数 f(x) = x3, g(x) = x+
√
x。

（1）求函数 h(x) = f(x)− g(x) 的零点个数, 并说明理由；

（2）设数列 {an} (n ∈ N∗) 满足 a1 = a (a > 0), f(an+1) = g(an), 证明: 存在常数 M , 使得对于
任意的 n∈ N∗, 都有 an ⩽M。

3.【2019 上海 21】数列 {an} 有 100 项, a1 = a, 对任意 n ∈ [2,100], 存在 i 使得 an = ai + d,
i∈ [1,n− 1], 若 ak 与其之前中某一项相等, 则称 ak 具有性质 P。

（1）若 a1 = 1, d= 2, 求 a4 所有可能的值；

（2）若 {an} 不是等差数列, 求证: {an} 中存在具有性质 P 的项；

（3）若 {an} 中恰有三项具有性质 P , 这三项和为 C, 试用 a,d, c 表示 a1 +a2 + · · ·+a100。

4.【2024 深圳二模 19】无穷数列 a1,a2, · · · ,an, · · · 的定义如下：如果 n 是偶数，就对 n 尽可能多
次地除以 2，直到得出一个奇数，这个奇数就是 an；如果 n 是奇数，就对 3n+1 尽可能多次地
除以 2，直到得出一个奇数，这个奇数就是 an。

（2）如果 an =m 且 am = n，求 m,n 的值。

（3）记 an = f(n),n∈ N+，求一个正整数 n，满足

n < f(n)< f(f(n))< · · ·< f(f(· · ·f(n) · · · ))︸ ︷︷ ︸
2024 个 f

5.【2013 安徽理 20】设函数 f(x) =−1+x+
x2

22
+

x3

32
+ · · ·+

xn

n2
(x∈ R,n∈ N∗)，证明：

（1）对每个 n∈ N∗，存在唯一的 xn ∈ [
2

3
,1]，满足 f(xn) = 0；

（2）对任意 p∈ N∗，由（1）中 xn 构成的数列 {xn} 满足 0< xn −xn+p <
1

n

6.【2011 北京理 20】若数列 An : a1,a2, . . . ,an (n≥ 2) 满足 |ak+1 − ak|= 1 (k = 1,2, . . . ,n− 1),
则称 An 为 E 数列. 记 S(An) = a1 +a2 + · · ·+an。

（1）写出一个满足 a1 = a5 = 0, 且 S(A5)> 0 的 E 数列 A5；

（2）若 a1 = 12,n= 2000, 证明: E 数列 An 是递增数列的充要条件是 an = 2011；

（3）对任意给定的整数 n (n⩾ 2), 是否存在首项为 0 的 E 数列 An, 使得 S(An) = 0? 如果存在,
写出一个满足条件的 E 数列 An; 如果不存在, 说明理由。
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7.【2011 江苏 20】设 M 为部分正整数组成的集合, 数列 {an} 的首项 a1 = 1, 前 n 项和为 Sn, 已
知对任意整数 k ∈M , 当整数 n > k 时, Sn+k +Sn−k = 2(Sn +Sk) 都成立。

（1）设 M = {1},a2 = 2, 求 a5 的值；

（2）设 M = {3,4}, 求数列 {an} 的通项公式。

8.【2017 江苏 19】对于给定的正整数 k，若数列 {an} 满足：

an−k +an−k+1 + · · ·an−1 +an+1 + · · ·an+k−1 +an+k = 2kan

对任意正整数 n(n> k) 总成立，则称数列是“P (k) 数列”。若数列 {an} 既是“P (2) 数列”，又
是“P (3) 数列”，证明：{an} 是等差数列。

9.【2015 江苏 20】设 a1,a2,a3,a4 是各项为正数且公差为 d(d ̸= 0) 的等差数列。

(1) 是否存在 a1, d，使得 a1,a
2
2,a

3
3,a

4
4 依次构成等比数列？并说明理由；

(2) 是否存在 a1, d 及正整数 n,k，使得 an1 ,a
n+k
2 ,an+2k

3 ,an+3k
4 依次构成等比数列？并说明

理由。

10.【2013 北京理 20】已知 {an} 是由非负整数组成的无穷数列, 该数列前 n 项的最大值记为 An,
第 n 项之后各项 an+1,an+2, · · · 的最小值记为 Bn, dn =An −Bn。

（1）若 {an} 为 2,1,4,3,2,1,4,3, · · · , 是一个周期为 4 的数列 (即对任意 n∈N∗,an+4 = an), 写
出 d1, d2, d3, d4 的值；

（2）设 d是非负整数,证明: dn =−d (n= 1,2,3 · · · )的充分必要条件为 {an}是公差为 d的等差
数列；

（3）证明: 若 a1 = 2, dn = 1 (n= 1,2,3, · · · ), 则 {an} 的项只能是 1 或者 2, 且有无穷多项为 1。

11.【2012 江苏 20】已知各项均为正数的两个数列 {an} 和 {bn} 满足: an+1 =
an + bn√
a2n + b2n

,n∈ N∗。

（1）设 bn+1 = 1+
bn

an
,n∈ N∗, 求证: 数列

{(
bn

an

)2
}
是等差数列；

（2）设 bn+1 =
√
2 ·

bn

an
,n∈ N∗, 且 {an} 是等比数列, 求 a1 和 b1 的值。

12.【2008 北京理 20】对于每项均是正整数的数列 A: a1,a2, · · · ,an, 定义变换 T1, T1 将数列 A 变
换成数列 T1(A): n, a1 −1, a2 −1, · · · , an −1. 对于每项均是非负整数的数列 B: b1, b2, · · · , bm,
定义变换 T2, T2 将数列 B 各项从大到小排列, 然后去掉所有为零的项, 得到数列 T2(B); 又定义
S(B) = 2(b1 +2b2 + · · ·+mbm) + b21 + b22 + · · ·+ b2m. 设 A0 是每项均为正整数的有穷数列, 令
Ak+1 = T2(T1(Ak)) (k = 0,1,2, · · · )。

（1）如果数列 A0 为 5,3,2, 写出数列 A1,A2；

（2）对于每项均是正整数的有穷数列 A, 证明 S(T1(A)) = S(A)；

（3）证明: 对于任意给定的每项均为正整数的有穷数列A0,存在正整数K,当 k≥K时, S(Ak+1)=

S(Ak)。

13.【2006 上海理 21】已知有穷数列 {an} 共有 2k 项 (整数 k ≥ 2), 首项 a1 = 2. 设该数列的前 n

项和为 Sn, 且 an+1 = (a− 1)Sn +2 (n= 1,2, · · · ,2k− 1), 其中常数 a > 1。
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（1）求证: 数列 {an} 是等比数列；

（2）若 a= 2
2

2k−1 , 数列 {bn} 满足 bn =
1

n
log2(a1a2 · · ·an) (n= 1,2, · · · ,2k), 求数列 {bn} 的通

项公式；

（3）若 (2) 中的数列 {bn} 满足不等式
∣∣∣b1 − 3

2

∣∣∣+ ∣∣∣b2 − 3

2

∣∣∣+ · · ·+
∣∣∣b2k−1 −

3

2

∣∣∣+ ∣∣∣b2k −
3

2

∣∣∣ ⩽ 4,

求 k 的值.

14.【2019 北京理 20】已知数列 {an}从中选取第 i1 项、第 i2 项、· · ·、第 im 项 (i1 < i2 < · · ·< im),
若 ai1 < ai2 < · · ·< aim , 则称新数列 ai1 ,ai2 , · · · ,aim 为 {an} 的长度为 m 的递增子列. 规定:
数列 {an} 的任意一项都是 {an} 的长度为 1 的递增子列。

（1）写出数列 1,8,3,7,5,6,9 的一个长度为 4 的递增子列；

（2）已知数列 {an} 的长度为 p 的递增子列的末项的最小值为 am0 , 长度为 q 的递增子列的末项
的最小值为 an0 . 若 p < q, 求证: am0 < an0；

（3）设无穷数列 {an} 的各项均为正整数, 且任意两项均不相等. 若 {an} 的长度为 s 的递增子
列末项的最小值为 2s− 1, 且长度为 s 末项为 2s− 1 的递增子列恰有 2s−1 个 (s= 1,2, · · · ), 求
数列 {an} 的通项公式。

15.【2018 上海 21】给定无穷数列 {an},若无穷数列 {bn}满足: 对任意 n∈N∗,都有 |bn−an|⩽ 1,
则称 {bn} 与 {an} “接近”。

（1）设 {an} 是首项为 1, 公比为
1

2
的等比数列, bn = an+1 +1, n ∈ N∗, 判断数列 {bn} 是否与

{an} 接近, 并说明理由；

（2）设数列 {an} 的前四项为: a1 = 1, a2 = 2, a3 = 4, a4 = 8, {bn} 是一个与 {an} 接近的数列,
记集合 M = {x | x= bi, i= 1,2,3,4}, 求 M 中元素的个数 m；

（3）已知 {an}是公差为 d的等差数列. 若存在数列 {bn}满足: {bn}与 {an}接近,且在 b2−b1,
b3 − b2, · · · , b201 − b200 中至少有 100 个为正数, 求 d 的取值范围。

16.【2018 江苏 20】设 {an} 是首项为 a1, 公差为 d 的等差数列, {bn} 是首项为 b1, 公比为 q 的等
比数列。

（1）设 a1 = 0, b1 = 1, q = 2, 若 |an − bn|⩽ b1 对 n= 1,2,3,4 均成立, 求 d 的取值范围；

（2）若 a1 = b1 > 0, m∈N∗, q∈ (1,
m
√
2],证明: 存在 d∈R,使得 |an−bn|⩽ b1对 n=2,3, · · · ,m+1

均成立, 并求 d 的取值范围 (用 b1,m,q 表示)。

17.【2017 北京理 20】设 {an} 和 {bn} 是两个等差数列, 记 cn =max{b1 −a1n,b2 −a2n, · · · , bn −
ann} (n= 1,2,3, · · · ), 其中 max{x1,x2, · · · ,xs} 表示 x1,x2, · · · ,xs 这 s 个数中最大的数。

（1）若 an = n, bn = 2n− 1, 求 c1, c2, c3 的值, 并证明 {cn} 是等差数列；

（2）证明: 或者对任意正数 M , 存在正整数 m, 当 n⩾m 时,
cn

n
>M ; 或者存在正整数 m, 使得

cm, cm+1, cm+2, · · · 是等差数列。

18.【2016 上海理 23】若无穷数列 {an} 满足: 只要 ap = aq (p,q ∈ N∗), 必有 ap+1 = aq+1, 则称
{an} 具有性质 P。

（1）若 {an} 具有性质 P . 且 a1 = 1, a2 = 2, a4 = 3, a5 = 2, a6 +a7 +a8 = 21, 求 a3；
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（2）若无穷数列 {bn} 是等差数列, 无穷数列 {cn} 是公比为正数的等比数列, b1 = c5 = 1, b5 =

c1 = 81, an = bn + cn, 判断 {an} 是否具有性质 P , 并说明理由；

（3）设 {bn} 是无穷数列, 已知 an+1 = bn + sinan (n∈ N∗), 求证: “对任意 a1, {an} 都具有性
质 P”的充要条件为“{bn} 是常数列”。

19.【2015 浙江理 20】设数列 A: a1,a2, · · · ,aN (N ⩾ 2). 如果对小于 n (2 ⩽ n ⩽N) 的每个正整数
k 都有 ak < an, 则称 n 是数列 A 的一个“G 时刻”. 记 G(A) 是数列 A 的所有“G 时刻”组成
的集合。

（1）对数列 A: −2,2,−1,1,3, 写出 G(A) 的所有元素；

（2）证明: 若数列 A 中存在 an 使得 an > a1, 则 G(A) ̸=∅；

（3）证明: 若数列 A 满足 an−an−1 ⩽ 1 (n= 2,3, · · · ,N), 则 G(A) 的元素个数不小于 aN −a1。

20.【2014 江苏 20】设数列 {an} 的前 n 项和为 Sn. 若对任意正整数 n, 总存在正整数 m, 使得
Sn = am, 则称 {an} 是“H 数列”。

（1）若数列 {an} 的前 n 项和 Sn = 2n (n∈ N∗), 证明: {an} 是“H 数列”；

（2）设 {an} 是等差数列, 其首项 a1 = 1, 公差 d < 0. 若 {an} 是“H 数列”, 求 d 的值；

（3）证明: 对任意的等差数列 {an},总存在两个“H 数列”{bn}和 {cn},使得 an = bn+cn (n∈
N∗) 成立。
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1.

2. 新答案（来源：041-060 简单极值最值与极值点零点.md）：

(1) h′ (x) = 3x2 −
1

2
√
x
− 1，h′ (x) 在 (0,+∞) 单调递增

h′
(
1

2

)
< 0,h′ (1)> 0，h′ (x)在 (0,+∞)存在唯一零点 x= t，且 0<x< t时，h′ (x)< 0，

h (x) 单调递减，x > t 时，h′ (x)> 0，h (x) 单调递增.

h (0) = 0,h (t)<h (0) = 0,h (2)> 0，x= 0 是 h (x) 的零点，h (x) 在 (t,2) 上有一个零点，
综上 h (x) 共有两个零点.

(2) 由（1）过程知 h (x) 在 (0,+∞) 上存在唯一零点 x0

� a= x0

f (a2) = g (x0)，由 f (x) 在 (0,+∞) 单调递增且 f (x0) = g (x0) 可得 a2 = x0，以此类推
{an} 的每一项都为 x0，∃M = x0 满足题意；

� 0< a< x0

由 g (x) 在 (0,+∞) 单调递增可得 f (a2) = g (a)< g (x0) = f (x0)，进而 a2 < x0，以此
类推 {an} 的每一项都小于 x0，M = x0 满足题意；

� a > x0

由（1）过程知 0<x<x0 时 h (x)< 0即 f (x)<g (x)，x>x0 时 h (x)> 0即 f (x)>g (x)

于是 f (a2) = g (a)< f (a)，进而 a2 < a，以此类推 {an}的每一项都小于 a，∃M = a 满
足题意.

综上，存在 M 满足题意.

新答案（来源：041-060 简单极值最值与极值点零点.md）：

(1) 显然 fn (x) 在 (0,+∞) 上单调递增，fn (1) =−1+1 = 0，只需证 fn

(
2

3

)
⩽ 0：

当 x > 0 时，

fn (x)⩽−1+x+
x2 +x3 + · · ·+xn

22
=−1+x+

x2
(
1−xn−1

)
4(1−x)

<−1+x+
x2

4(1−x)

因此 fn

(
2

3

)
<−1+

2

3
+

(
2
3

)2
4
(
1− 2

3

) = 0.

(2) 由 fn+p (xn)> fn (xn) = fn+p (xn+p) 以及 fn+p (x) 在 (0,+∞) 上单调递增可知

xn > xn+p，下证 xn −xn+p <
1

n
：

fn (xn)− fn+p (xn+p) = 0⇒ xn −xn+p +
x2
n −x2

n+p

22
+

x3
n −x3

n+p

32
+ · · ·+

xn
n −xn

n+p

n2

=
xn+1
n+p

(n+1)2
+

xn+2
n+p

(n+2)2
· · ·+

xn+p
n+p

(n+p)2

由 xn > xn+p 可得

xn −xn+p <
xn+1
n+p

(n+1)2
+

xn+2
n+p

(n+2)2
· · ·+

xn+p
n+p

(n+p)2
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xn+1
n+p

(n+1)2
+

xn+2
n+p

(n+2)2
· · ·+

xn+p
n+p

(n+p)2
⩽

1

(n+1)2
+

1

(n+2)2
+ · · ·+

1

(n+p)2

<
1

n (n+1)
+

1

(n+1)(n+2)
+ · · ·+

1

(n+p− 1)(n+p)

=
1

n
−

1

n+1
+

1

n+1
−

1

n+2
+ · · ·+

1

n+p− 1
−

1

n+p
=

1

n
−

1

n+p
<

1

n

综上 0< xn −xn+p <
1

n
.

新答案（来源：3.2 性质的证明（2）数列.md）：（1）因为 {an} 是等差数列，设其公差为 d，则
an = a1 +(n− 1)d，

从而，当 n⩾ 4 时，

an−k +an+k = a1 +(n−k− 1)d+a1 +(n+k− 1)d= 2a1 +2(n− 1)d= 2an,

k = 1,2,3,

所以 an−3 +an−2 +an−1 +an+1 +an+2 +an+3 = 6an．因此等差数列 {an} 是”P (3) 数列”．

（2）数列 {an} 既是”P (2) 数列”，又是”P (3) 数列”，因此，

当 n⩾ 3 时，an−2 +an−1 +an+1 +an+2 = 4an，

�

当 n⩾ 4 时，an−3 +an−2 +an−1 +an+1 +an+2 +an+3 = 6an．

�

由 � 知，an−3 +an−2 = 4an−1 − (an +an+1)，

�

an+2 +an+3 = 4an+1 − (an−1 +an)．

�

将 �� 代入 �，得 an−1 +an+1 = 2an，其中 n⩾ 4．

所以 a3,a4,a5, · · · 是等差数列，设公差为 d′．

在 � 中，取 n= 4，则 a2 +a3 +a5 +a6 = 4a4，所以 a2 = a3 −d′，

在 � 中，取 n= 3，则 a1 +a2 +a4 +a5 = 4a3，所以 a1 = a3 − 2d′，

所以数列 {an} 是等差数列．

新答案（来源：061-080 极值零点数列与切割函数图像.md）：

(1) 显然构成公比为 2d 的等比数列，过程略.

(2) 假设存在 a1, d 满足题意.

a1,a
2
2,a

3
3,a

4
4 依次构成等比数列且均为正数因此

lna1,2 ln (a1 +d) ,3 ln (a1 +2d) ,4 ln (a1 +3d) 依次构成等差数列，设其公差为 d1.
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令 b= lna1，则 n ln [a1 +(n− 1)d] = b+(n− 1)d1 (n= 1,2,3,4)

即方程 ln [a1 +(x− 1)d] =
b−d1

x
+d1 至少存在四个解 x= 1,x= 2,x= 3,x= 4

令 φ (x) = ln [a1 +(x− 1)d]−
b−d1

x
−d1 (1⩽ x⩽ 4)，则 φ (x) 至少有 4 个零点.

φ′ (x) =
d

a1 +(x− 1)d
+

b−d1

x2
=

dx2 +(b−d1) [a1 +(x− 1)d]

x2 [a1 +(x− 1)d]

显然 x⩾ 1 时 x2 [a1 +(x− 1)d]> 0.

令 g (x) = dx2 + (b−d1) [a1 +(x− 1)d]，g (x) 是二次函数至多有 2 个变号零点，进而
φ (x) 至多有 3 个单调区间，即 φ (x) 至多有 3 个零点，矛盾.

综上不存在 a1, d 满足题意.

(3) 问与（2）问做法如出一辙：

假设存在 a1, d 以及正整数 n,k 满足题意.

an1 ,a
n+k
2 ,an+2k

3 ,an+3k
4 依次构成等比数列且均为正数因此

n lna1, (n+k) ln (a1 +d) , (n+2k) ln (a1 +2d) , (n+3k) ln (a1 +3d)依次构成等差数列，设
其公差为 d2.

令 b= n lna1，则 [n+(i− 1)k] ln [a1 +(i− 1)d] = b+(i− 1)d2 (i= 1,2,3,4)

即方程 ln (a1 +dx) =
b+d2x

n+kx
至少存在四个解 x= 0,x= 1,x= 2,x= 3

令 ϕ (x) = ln (a1 +dx)−
b+d2x

n+kx
(0⩽ x⩽ 3)，则 ϕ (x) 至少有 4 个零点.

ϕ′ (x) =
d

a1 +dx
+

bk−d2n

(n+kx)2
=

d (n+kx)2 +(bk−d2n) (a1 +dx)

(n+kx)2 (a1 +dx)

显然 x⩾ 0 时 (n+kx)2 (a1 +dx)> 0

令 h (x) = d (n+kx)2+(bk−d2n) (a1 +dx)，h (x) 是二次函数至多有 2 个变号零点，进
而 ϕ (x) 至多有 3 个单调区间，即 ϕ (x) 至多有 3 个零点，矛盾.

综上，不存在 a1, d 以及正整数 n,k 满足题意.

新答案（来源：4.3 多个量词的问题（2）数列.md）：（1）解：A0：5,3,2，

T1 (A0)：3,4,2,1，

A1 = T2 (T1 (A0))：4,3,2,1；

T1 (A1)：4,3,2,1,0，

A2 = T2 (T1 (A1))：4,3,2,1．

（2）证明：设每项均是正整数的有穷数列 A 为 a1,a2, · · · ,an．

则 T1 (A) 为 n,a1 − 1,a2 − 1, · · · ,an − 1．

从而

S (T1 (A))=2[n+2(a1 − 1)+3(a2 − 1)+ · · ·+(n+1)(an − 1)]+n2+(a1 − 1)2+(a2 − 1)2+ · · ·+(an − 1)2

又 S (A) = 2(a1 +2a2 + · · ·+nan)+a21 +a22 + · · ·+a2n，所以

S (T1 (A))−S (A) = 2[n− 2− 3−·· ·− (n+1)]+2(a1 +a2 + · · ·+an)
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+n2 − 2(a1 +a2 + · · ·+an)+n=−n (n+1)+n2 +n= 0,

故 S (T1 (A)) = S (A)．

（3）证明：设 A 是每项均为非负整数的数列 a1,a2, · · · ,an．

当存在 1⩽ i < j ⩽ n，使得 ai ⩽ aj 时，交换数列 A 的第 i 项和第 j 项后得到数列 B．则

S (B)−S (A) = 2(iaj + jai − iai − jaj) = 2(i− j) (aj −ai)⩽ 0.

当存在 1 ⩽m< n，使得 am+1 = am+2 = · · · = an = 0 时，若记数列 a1,a2, · · · ,am 为 C，则
S (C) = S (A)．

所以 S (T2 (A))⩽ S (A)．

从而对于任意给定的数列 A0，由 Ak+1 = T2 (T1 (Ak)) (k = 0,1,2, · · · ) 可知

S (Ak+1)⩽ S (T1 (Ak)) .

又由（2）可知 S (T1 (Ak)) = S (Ak)，所以 S (Ak+1)⩽ S (Ak)．

即对于 k ∈ N，要么有 S (Ak+1) = S (Ak)，要么有 S (Ak+1)⩽ S (Ak)− 1．

因为 S (Ak) 是大于 2 的整数，所以经过有限步后，必有

S (Ak) = S (Ak+1) = S (Ak+2) = · · · .

即存在正整数 K，当 k ⩾K 时，S (Ak+1) = S (Ak)．

【实测数据】本题难度系数为 0.07，区分度为 0.56

新答案（来源：4.3 多个量词的问题（2）数列.md）：（1）由条件，an =
1

2n−1
，bn =

1

2n
+1．

由于 ∀n∈ N∗，0<
1

2n−1
⩽ 1，

所以 |bn −an|=
∣∣∣ 1

2n
+1−

1

2n−1

∣∣∣= 1−
1

2n−1
< 1，

故 {bn} 与 {an}” 接近”．

（2）因为 a1 = 1,a2 = 2,a3 = 4,a4 = 8，且 {bn} 是一个与 {an} 接近的数列，

所以 0⩽ b1 ⩽ 2，1⩽ b2 ⩽ 3，3⩽ b3 ⩽ 5，7⩽ b4 ⩽ 9．从而 b1 ⩽ b2 ⩽ b3 < b4．

若 b1 = b2，则 b1, b2 ∈ [1,2]，b1 = b2 < b3 < b4，所以 M 中元素个数为 3；

若 b2 = b3，则 b2 = b3 = 3，b1 < b2 = b3 < b4，所以 M 中元素个数为 3；

若 b1, b2, b3 两两不同，则 M 中元素个数为 4．

综上，m 的值为 3 或 4．

（3）若 {bn} 与 {an} 接近，则 |bn −an|⩽ 1，即 −1+an ⩽ bn ⩽ an +1．所以

−an − 1⩽−bn ⩽−an +1,

−1+an+1 ⩽ bn+1 ⩽ an+1 +1,

两式相加可得

an+1 −an − 2⩽ bn+1 − bn ⩽ an+1 −an +2,

即 d− 2⩽ bn+1 − bn ⩽ d+2．

� 若 d⩽−2，则 bn+1 − bn ⩽ d+2⩽ 0(n= 1,2, · · · ,200)，
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所以 b2 − b1, · · · , b201 − b200 没有正数．

� 若 d > 2，则 bn+1 − bn ⩾ d− 2> 0(n= 1,2, · · · ,200)，

所以 b2 − b1, · · · , b201 − b200 全部都是正数．

� 若 −2< d⩽ 2，取 p 使得 d+2p > 0 且 p < 1，即 −
d

2
< p < 1，例如可以取区间

[
−

d

2
,1

]
的

中点：

p=
1− d

2

2
=

1

2
−

d

4
.

定义 b2k = a2k +p (k = 1,2, · · · ,100)，b2k+1 = a2k+1−p (k = 0,1, · · · ,100)，则 |bn −an|= p=
1

2
−

d

4
< 1，

所以存在数列 {bn} 与 {an}” 接近”．另一方面，

b2k − b2k−1 = a2k −a2k−1 +2p= d+2p > 0,

所以至少有 100 个数是正数．

综上，d 取值范围是 (−2,+∞)．

新答案（来源：4.3 多个量词的问题（2）数列.md）：（1）解法 1：c1 = b1 −a1 = 1− 1 = 0，

c2 =max{b1 − 2a1, b2 − 2a2}=max{1− 2× 1,3− 2× 2}=−1，

c3 =max{b1 − 3a1, b2 − 3a2, b3 − 3a3}=max{1− 3× 1,3− 3× 2,5− 3× 3}=−2．

当 n⩾ 3 时，

(bk+1 −nak+1)− (bk −nak) = (bk+1 − bk)−n (ak+1 −ak) = 2−n < 0,

所以 bk −nak 关于 k ∈ N∗ 单调递减．

所以 cn =max{b1 −a1n,b2 −a2n, · · · , bn −ann}= b1 −a1n= 1−n．

所以对任意 n⩾ 1，cn = 1−n，于是 cn+1 − cn =−1．

所以 {cn} 是等差数列．

解法 2：c1 = b1 −a1 = 1− 1 = 0，

c2 =max{b1 − 2a1, b2 − 2a2}=max{1− 2× 1,3− 2× 2}=−1，

c3 =max{b1 − 3a1, b2 − 3a2, b3 − 3a3}=max{1− 3× 1,3− 3× 2,5− 3× 3}=−2．

当 n⩾ 3 时，(bk −nak)− (b1 −na1) = (k− 1)(2−n)⩽ 0，

所以 cn =max{b1 −a1n,b2 −a2n, · · · , bn −ann}= b1 −a1n= 1−n．

所以对任意 n⩾ 1，cn = 1−n，于是 cn+1 − cn =−1．

所以 {cn} 是等差数列．

（2）解法 1：设数列 {an} 和 {bn} 的公差分别为 d1, d2，则

bk −nak = b1 +(k− 1)d2 − [a1 +(k− 1)d1]n= b1 −a1n+(d2 −nd1) (k− 1) .

所以 cn =

{
b1 −a1n+(n− 1)(d2 −nd1) , 当d2 > nd1时,

b1 −a1n, 当d2 ⩽ nd1时.
� 当 d1 > 0 时，
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取正整数 m>
d2

d1
，则当 n⩾m 时，nd1 > d2，因此 cn = b1 −a1n．

此时，cm, cm+1, cm+2, · · · 是等差数列．

� 当 d1 = 0 时，对任意 n⩾ 1，

cn = b1 −a1n+(n− 1)max{d2,0}= b1 −a1 +(n− 1)(max{d2,0}−a1) .

此时，c1, c2, c3, · · · , cn, · · · 是等差数列．

� 当 d1 < 0 时，

当 n >
d2

d1
时，有 nd1 < d2．所以

cn

n
=

b1 −a1n+(n− 1)(d2 −nd1)

n
=n (−d1)+d1−a1+d2+

b1 −d2

n
⩾n (−d1)+d1−a1+d2−|b1 −d2| .

对任意正数 M，取正整数 m>max
{
M + |b1 −d2|+a1 −d1 −d2

−d1
,
d2

d1

}
．

故当 n⩾m 时，
cn

n
>M．

解法 2：设数列 {an}和 {bn}的公差分别为 d1, d2，定义 ek = bk−nak =(b1 −a1n)+(d2 −nd1) (k− 1)，

则 ek+1 − ek = d2 −nd1，

所以当 d2 −nd1 > 0 时，cn = en；

当 d2 −nd1 ⩽ 0 时，cn = e1 = b1 −a1n．

� 当 d1 > 0 时，

取 m=

⌊ |d2|
d1

⌋
+1，则当 n >m 时，cn = b1 −a1n．

此时，cm, cm+1, cm+2, · · · 是等差数列．

� 当 d1 = 0 时，

若 d2 > 0，cn = en = b1 −a1 +(d2 −a1) (n− 1)；

若 d2 ⩽ 0，cn = e1 = b1 −a1n．

两种情况下，c1, c2, c3, · · · , cn, · · · 均是等差数列．

� 当 d1 < 0 时，
cn

n
⩾

en

n
=

b1 −a1n+(n− 1)(d2 −nd1)

n
⩾−d1 (n− 1)−|b1|− |a1|− |d2| .

对任意正数 M，取 m=

⌊
M + |b1|+ |d2|+ |a1|

−d1

⌋
+1，当 n⩾m 时，

cn

n
>M．

【实测数据】本题理科难度为 0.19，相关系数为 0.56．阅卷数据如下．

题号 满分 平均值 标准差 得分率 鉴别指数 相关系数

20(1) 6 2.35 1.78 0.39 0.45 −
20(2) 7 0.14 0.68 0.02 0.07 −
20 13 2.49 2.08 0.19 0.25 0.56

本题七组学生的得分率如下：
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题号 第 1 组 第 2 组 第 3 组 第 4 组 第 5 组 第 6 组 第 7 组 总体

20 0.07 0.11 0.14 0.16 0.19 0.25 0.41 0.19

本题得分情况如下：

分值 0 1 2 3 4 5 6

人数 4450 9782 4112 3391 7525 728 1530

比率 13.61% 29.91% 12.57% 10.37% 23.01% 2.23% 4.68%
平均分 95.94 117.85 111.14 121.20 127.56 135.12 138.10

分值 7 8 9 10 11 12 13

人数 427 189 185 155 95 113 18

比率 1.31% 0.58% 0.57% 0.47% 0.29% 0.35% 0.06%
平均分 140.76 141.81 143.88 144.82 146.31 146.90 149.61

【易错警示】�理解错误．不能准确理解 cn =max{b1 −a1n,b2 −a2n, · · · , bn −ann} (n= 1,2,3, · · · )
的含义．

� 字母 n，k 书写混淆，例如，cn = max{b1 −a1n,b2 −a2n, · · · , bn −ann} 中的第 k 项写成
bk −kak．

� 在求 b1 − a1n,b2 − a2n, · · · , bn − ann 的最大值时，误解为在 n 不同取值下，比较 bn − ann

的大小．

� 论证不够严谨．数学归纳法猜想证明时步骤不完善，部分答案以直观感知、归纳猜想替代严格
证明．

� 第（2）问不能抓住影响 {cn} 的主要矛盾，即 {an} 公差的正负进行分类，出现根据 {an} 和
{bn}两个等差数列的公差的相对大小进行分类，发现问题不能解决，再对公差正负进行分类，分
类较多造成逻辑推理混乱．

� 第二问分类不能做到不重不漏，如 {an} 和 {bn} 两个等差数列的公差为零的情况反复讨论或
疏漏没有考虑．

�不能完备论证存在正整数m，当 n⩾m时，
cn

n
>M 或者存在正整数，使得 cm, cm+1, cm+2, · · ·

为等差数列，没有明确求出 m>
d2

d1
，仅从变化趋势予以说明，即在论证过程中没有给出一个足

以保证
cn

n
>M 或 cm, cm+1, cm+2, · · · 成立的 m 值．

新答案（来源：4.3多个量词的问题（2）数列.md）：（1）由已知，当 n⩾ 1时，an+1 =Sn+1−Sn =

2n+1 − 2n = 2n．

于是对任意的正整数 n，总存在正整数 m= n+1，使得 Sn = 2n = am．

所以 {an} 是”H 数列”．

（2）方法 1：由已知，得 S2 = 2a1 +d= 2+d．

因为 {an} 是”H 数列”，所以存在正整数 m，使得 S2 = am．

即 2+d= 1+(m− 1)d，于是 (m− 2)d= 1．
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因为 d < 0，所以 m− 2< 0，于是 m= 1．从而 d=−1．

当 d=−1 时，an = 2−n，Sn =
n (3−n)

2
是小于 2 的整数，n∈ N∗．

于是对任意的正整数 n，总存在正整数 m= 2−Sn =
1

2
n (n− 3)+2，使得 Sn = 2−m= am．

所以 {an} 是”H 数列”．

因此 d 的值为 −1．

方法 2：由已知，an = 1+(n− 1)d．

当 n= 2 时，S2 = 2a1 +d= 2+d．

因为 d < 0，所以对任意 n⩾ 3，an < a2．

又 S2 = 1+a2 > a2，所以对任意 n⩾ 2，S2 > an．

因为数列 {an} 是”H 数列”，所以 S2 = a1 = 1，解得 d=−1．

当 d=−1 时，an = 2−n，Sn =
n (3−n)

2
是小于 2 的整数，n∈ N∗．

于是对任意的正整数 n，总存在正整数 m= 2−Sn =
1

2
n (n− 3)+2，使得 Sn = 2−m= am．

所以 {an} 是”H 数列”．

因此 d 的值为 −1．

方法 3：由已知，Sn = n+
n (n− 1)

2
d，am = 1+(m− 1)d．

因为数列 {an} 是”H 数列”，所以对任意正整数 n，存在正整数 m，使得 Sn = am，从而

d
(
n2 −n+2− 2m

)
= 2(1−n) .

令 n > 1，则 1−n < 0，因为 d < 0，从而 n2 −n+2− 2m> 0，即 m<
n2 −n+2

2
．

当 n= 2 时，有 0<m< 2，从而 m= 1，则 d=−1．

当 d=−1 时，an = 2−n，Sn =
n (3−n)

2
是小于 2 的整数，n∈ N∗．

于是对任意的正整数 n，总存在正整数 m= 2−Sn =
1

2
n (n− 3)+2，使得 Sn = 2−m= am，

所以 {an} 是”H 数列”．

因此 d 的值为 −1．

（3）方法 1：设 {an} 的公差为 d，则 an = a1 +(n− 1)d= na1 +(n− 1)(d−a1) (n∈ N∗)．

令 bn = na1，cn = (n− 1)(d−a1)，则 an = bn + cn,n∈ N∗．

下证 {bn} 是”H 数列”．

设 {bn} 的前 n 项和为 Tn，则 Tn =
n (n+1)

2
a1 (n∈ N∗)．

于是对任意的正整数 n，总存在正整数 m=
n (n+1)

2
，使得 Tn = bm．

所以 {bn} 是”H 数列”．
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同理可证 {cn} 也是”H 数列”．

所以，对任意的等差数列 {an}，总存在两个”H数列”{bn}和 {cn}，使得 an = bn+ cn (n∈ N∗)

成立．

（类似的，bn =
(a1 +d)n

2
，cn =

(d−a1) (n− 2)

2
也满足题意．这样的分组方法有无数种）

方法 2：设等差数列 {an} 的通项公式为 an =An+B (n∈ N∗)．

令 bn =
A−B

2
n+

B−A

2
，cn =

A+B

2
n+

A+B

2
，则 an = bn + cn，n∈ N∗．

下证 {bn} 是”H 数列”．

令
A−B

2
=C，则 bn =C (n− 1)．

设 {bn} 的前 n 项和为 Tn，则 Tn =
n (n− 1)

2
×C (n∈ N∗)．

令 m=
n (n− 1)

2
+1，则 m ∈ N∗，于是对任意的正整数 n，总存在正整数 m=

n (n− 1)

2
+1，

使得 Tn = bm．

所以 {bn} 是”H 数列”．同理可证 {cn} 也是”H 数列”．

所以，对任意的等差数列 {an}，总存在两个”H数列”{bn}和 {cn}，使得 an = bn+ cn (n∈ N∗)

成立．

【实测数据】本题阅卷数据如下．

层次 全体 第一层次 第二层次 第三层次

难度 0.17 0.27 0.18 0.05

区分度 0.72 0.40 0.27 0.47

得分比率：

得分 0 1 2 3 4 5 6 7 8

比率 25.85% 2.91% 20.16% 5.27% 34.67% 4.54% 3.09% 1.47% 1.85%
得分 9 10 11 12 13 14 15 16

比率 0.01% 0.02% 0.01% 0.05% 0.01% 0.03% 0.01% 0.04% −

【易错警示】（1）错误：在由 Sn = 2n 计算出 an =

{
2, n= 1,

2n−1, n⩾ 2
后，不能理解题意，进而得

到问题的正确证明．

（2）错误 1：直接写出结果 d=−1，缺少必要的逻辑推理．

错误 2：根据题目意思，直接翻译，即由 {an}是”H数列”得到 Sn = am，即 na1+
n (n− 1)

2
d=

a1+(m− 1)d，进而从这个式子中分离出 d，m或者 n．由于对式子的理解和变形不清楚，导致
得不到正确的结果．

新答案（来源：241-260 对数单身狗指数找基友与对称化构造.md）：
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(1) f ′ (x) =
x2 −ax+1

x2
(x > 0).

若 a⩽ 2，x ̸= 1 时 f ′ (x)> 0，f (x) 单调递增；

若 a > 2，0< x<
a−

√
a2 − 4

2
时，f ′ (x)> 0，f (x) 单调递增；

a−
√

a2 − 4

2
< x<

a+
√

a2 − 4

2
时，f ′ (x)< 0，f (x) 单调递减；

x >
a+

√
a2 − 4

2
时，f ′ (x)> 0，f (x) 单调递增.

(2)

k=
f (x2)− f (x1)

x2 −x1
=

x2 − 1
x2

−a lnx2 −x1 +
1
x1

+a lnx1

x2 −x1
=1+

1

x1x2
−a ·

lnx2 − lnx1

x2 −x1
.

由 (1)过程知 x1,x2 是 x2−ax+1= 0的两个正根，因此 x1x2 = 1，设 0<x1 < 1<x2.

进而

k = 2−a ·
(

lnx2 − ln 1
x2

x2 − 1
x2

)
= 2−a

(
2 lnx2

x2 − 1
x2

)
.

假设存在 a 使得 k = 2−a 则
2 lnx2

x2 − 1
x2

= 1 也即 x2 −
1

x2
− 2 lnx2 = 0.

令 g (x) = x−
1

x
− 2 lnx，由 (1) 问知 g (x) 单调递增，g (x2)> g (1) = 0，矛盾，因此不

存在 a 使得 k = 2−a.

3.

4.

5.

6.

7.

8.

9.

10.

11.

12.

13.

14.

15.

16.

17.
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第一章 数列

总复习题

1. 若数列 {an} 满足: 存在实数 C, 对任意大于 2 的正整数 n, 有

|an −an−1|+ |an−1 −an−2|+ · · ·+ |a2 −a1|<C

则称数列 {an} 为有限稳定数列, 记 Sn 为数列 {an} 前 n 项和，证明或反驳：

(1) 若数列 {Sn} 是有限稳定数列, 则数列 {an} 是有限稳定数列

(2) 若数列 {an} 满足 ∀n∈ N∗,|an|⩽
1

n
, 则数列 {an} 是有限稳定数列

1
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