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第一章 数列

1.1 数列的基本概念

习 题

A 组
1.【2016 浙江学考 14】若 {an} 是无穷等比数列，则下列数列可能不是等比数列的是

(A) {a2n} (B) {a2n−1} (C) {anan+1} (D) {an +an+1}

2.【2014 辽宁 8】在等差数列 {an} 中，若数列 {2a1an} 是严格递减数列，则

(A) d < 0 (B) d > 0 (C) a1d < 0 (D) a1d > 0

3.【2020 全国 II 卷理 4】北京天坛的圜丘坛为古代祭天的场所，分上、中、下三层。上层中心有
一块圆形石板（称为天心石），环绕天心石砌 9 块扇面形石板构成第一环，向外每环依次增加 9
块。下一层的第一环比上一层的最后一环多 9 块，向外每环依次也增加 9 块。已知每层环数相
同，且下层比中层多 729 块，则三层共有多少块扇面形石板 (不含天心石)？

4.【2015 福建理 8 文 16】若 a,b是函数 f(x) = x2−px+q(p,q > 0)的两个不同的零点，且 a,b,−2

这三个数经过适当排序后可构成等差数列与等比数列，求 p+ q。

5.【2012 上海理 18】设 an =
1

n
sin

nπ

25
,Sn = a1 +a2 + · · ·an，求 S1,S2, · · · ,S100 中正数的个数。

6.【2005 湖南文 5】数列 {an} 满足 a1 = 0,an+1 =
an −

√
3

√
3an +1

，求 a20。

7.【2017 上海 15】已知 a,b, c 为实常数，数列 {xn} 的通项 xn = an2 + bn+ c,n∈ N∗，则“存在
k ∈ N∗，使得 x100+k,x200+k,x300+k 成等差数列”的一个必要条件是

(A) a⩾ 0 (B) b⩽ 0 (C) c= 0 (D) a− 2b+ c= 0

8.【2023全国乙卷 10】已知等差数列 {an}的公差为 d，集合 S= {cosan | n∈ N+}。若 d=
2π

3
,S=

{a,b}，求 ab；

9.【2010 安徽理 10】设 {an}是任意等比数列,其前 n项和为 Sn,对任意正整数 n，下列命题中正
确的是

(A) Sn +S3n = S2n (B) S2n(S2n −Sn) = S3n(S3n −Sn)

(C) S2
2n = SnS3n (D) S2n(S2n −Sn) = Sn(S3n −Sn)

10.【2021“数海漫游一模”（网络联考）10】已知实数 x,y,z 满足 0<x<y < z <π，且 sinx, siny, sinz
可以按照某个顺序排成等差数列，则

(A) sinx 不可能是等差中项 (B) siny 不可能是等差中项

(C) sinz 不可能是等差中项 (D) sinx, siny, sinz 都可能是等差中项
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11. 已知数列 {an} 和 {bn} 的通项公式为 an = 17n− 4, bn =−2 · (−
3

4
)n，问数列 {anbn} 是否有

最大项和最小项。

12.【2025 成都一诊 8】等比数列 {an}中，a1+a2+a3+a4 = 1, |a1|+ |a2|+ |a3|+ |a4|= 3，求 a1。

13.【2007 湖北理 8】已知等差数列 {an},{bn} 的前 n 项和分别为 An,Bn，且
An

Bn
=

7n+45

n+3
, 求

所有使得
an

bn
∈ Z 的正整数 n。

14.【2013 福建理 9】已知等比数列 {an} 的公比为 q, 记 bn = am(n−1)+1 + am(n−1)+2 + · · ·+
am(n−1)+m, cn = am(n−1)+1 · am(n−1)+2 · · · · · am(n−1)+m, (m,n ∈ N∗), 则下述命题中正确
的是

(A) 数列 {bn} 为等差数列, 公差为 qm (B) 数列 {bn} 为等比数列, 公比为 q2m

(C) 数列 {cn} 为等比数列, 公比为 qm
2 (D) 数列 {cn} 为等比数列, 公比为 qm

m

15.【2004 湖北理 8】设数列 {an} 的前 n 项和 Sn = a

[
2−

(
1

2

)n−1
]
− b

[
2− (n+1)

(
1

2

)n−1
]

(n= 1,2, · · · ), 其中 a,b 是非零常数. 则存在数列 {xn},{yn} 使得

(A) an = xn + yn, 其中 {xn} 为等差数列, {yn} 为等比数列

(B) an = xn + yn, 其中 {xn} 和 {yn} 都为等差数列

(C) an = xn · yn, 其中 {xn} 为等差数列, {yn} 为等比数列

(D) an = xn · yn, 其中 {xn} 和 {yn} 都为等比数列

16.【2002 上海 16】设等差数列 {an} 的前 n 项和为 Sn, 且 S5 < S6, S6 = S7 > S8, 则下列结论错
误的是

(A) d < 0 (B) a7 = 0

(C) S9 > S5 (D) S6 和 S7 均为 Sn 的最大值

17.【2011 上海理 18】设 {an} 是正项无穷数列, Ai = aiai+1(i= 1,2, · · · ), 则 {An} 为等比数列的
充要条件是

(A) {an} 是等比数列

(B) a1,a3, · · · ,a2n−1, · · · 或 a2,a4, · · · ,a2n, · · · 是等比数列

(C) a1,a3, · · · ,a2n−1, · · · 和 a2,a4, · · · ,a2n, · · · 均是等比数列

(D) a1,a3, · · · ,a2n−1, · · · 和 a2,a4, · · · ,a2n, · · · 均是等比数列, 且公比相同

18.（多选）设 Sn 是等比数列 {an} 的前 n 项和，q 为 {an} 的公比，则

(A)
{
a2n
}
为等比数列 (B) {qSn} 为等比数列

(C) 若 q =−1，则存在 m∈ N∗ 使得 Sm = 0 (D) 若存在 m∈ N∗ 使得 Sm = 0，则 q =−1

19.【2025“漫游数海”回归课本联赛 10】（多选）已知 a,b, c 均为正整数，关于 x 的一元二次方程
(a− b)x2 +(a− c)x+(b− c) = 0 仅有一个实根 x= x0，则

(A) a,b, c 成等差数列 (B) a,b, c 成等比数列
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(C) xa
0 ,x

b
0,x

c
0 成等比数列 (D) ax0 , bx0 , cx0 成等差数列

20.【2004 上海文 12】（多选）若干个能唯一确定一个数列的量称为该数列的“基本量”. 设 {an}是
公比为 q 的无穷等比数列,Sn 为 {an} 的前 n 项和。下列 {an} 的四组量中, 一定能成为该数列
“基本量”的是

(A) S1 与 S2 (B) a2 与 S3 (C) a1 与 an (D) q 与 an.

21.【2016 上海 11】无穷数列 {an}由 k 个不同的数组成，Sn 为 {an}的前 n项和，若对任意正整
数 n,Sn ∈ {2,3}，求 k 的最大值。

22.【2021 新高考 I 卷 16】规格为 20× 12 的长方形纸对折 1 次一共可以得到 10× 12,20× 6 这两
种规格的图形，它们的面积之和 S1 = 240，对折 2 次共可以得到 5×12,10×6,20×3 这三种规

格的图形，它们的面积之和 S2 = 180 · · · 求
n∑

k=1

Sk。

23.【2011 浙江文 17】若数列
{
n(n+4)

(
2

3

)n}
中的最大项是第 k 项, 求 k。

24. 互不相等的正数 a,b, c 构成等比数列，若 loga b, logb c, logc a 成等差数列，求其公差。

25. 对下列题设，判断命题 p 是命题 q 的充分不必要条件、必要不充分条件、充要条件，还是既不
充分也不必要条件。

(1) 已知 {an} 是公比为 q 的等比数列。命题 p: q > 0；命题 q: {an} 递增。

(2) 已知数列 {an} 是等比数列：命题 p：对任意正整数 n，an+2 > an；命题 q：{an} 递增。

(3) 设 a1,a2, · · · ,an ∈R�n⩾ 3：命题 p: a1,a2, · · ·an成等比数列；命题 q：(a21+a22+ · · ·a2n−1)(a
2
2+

a23 + · · ·a2n) = (a1a2 +a2a3 + · · ·an−1an)
2

(4) 已知无穷等比数列 {an}的前 n项和为 Sn： 命题 p: a1a2 > a22；命题 q: Sn 既无最大值
也无最小值

(5) 已知 {an} 为等比数列： 命题 p: a2024 = 1；命题 q: 对任意正整数 n，a1a2 · · ·an =

a1a2 · · ·a4047−n

(6) 已知 {an} 是无穷数列  命题 p: {an} 存在最小项；命题 q: {an +an+1} 存在最小项

(7) 已知 {an} 是等差数列： 命题 p: a5,a7,a8 构成公比不为 1 的等比数列；命题 q: a9 = 0

(8) 已知正整数 i, j，记 Sn为等比数列 {an}的前 n项和：命题 p: a2i+1 < 0；命题 q: S2j+1 < 0

(9) 已知等差数列 {an} 的各项均不为 0，记 Sn 为 {an} 的前 n 项和：命题 p：“a4a6 < 0”；

命题 q：对任意正整数 n，
S5

a5
⩽

Sn

an

26. 已知数列 {an} 满足

an+1 =

{
3an − 1,an为奇数
an

2
,an为偶数

(1) 若 a1 = 6，求 a1 +a2 + · · ·a2024；

(2) 若 a6 = 5，求 a1 的所有可能的取值；

(3) 若 a1 ∈ N∗，是否一定存在 m∈ N∗，使得 am = 1？试说明理由。
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27. 等差数列 {an} 与等比数列 {bn} 均为无穷正项实数列，且满足 a1 = b1,a2 = b2，证明：

(a).an+1 ⩾ an (b).an ⩽ bn

28.【2005 湖南理 20】自然状态下的鱼类是一种可再生的资源，为持续利用这一资源，需从宏观上考
察其再生能力及捕捞强度对鱼群总量的影响。用 xn 表示某鱼群在第 n年年初时的总量，n∈N∗，
且 x1 > 0，不考虑其他因素，设在第 n年内鱼群的繁殖量及被捕捞量都与 xn 成正比，死亡量与
x2
n 成正比，这些比例系数依次为正常数 a,b, c。

(1) 求 xn 与 xn+1 的递推关系式；

(2) 猜测：当且仅当 x1,a, b, c满足什么条件时，每年年初鱼群的总量保持不变（不要求证明）；

(3) 设 a= 2, c= 1，为保证对一切 x1 ∈ (0,2) 的值，都有 xn > 0,n∈N∗，求捕捞强度 b 的最
大允许值。

29.【2007 安徽文 21】某国采用养老储备金制度. 公民在就业的第一年就交纳养老储备金, 数目为
a1, 以后每年交纳的数目均比上一年增加 d (d > 0), 因此, 历年所交纳的储备金数目 a1,a2, · · · 是
一个公差为 d 的等差数列, 与此同时, 国家给予优惠的计息政策, 不仅采用固定利率, 而且计算复
利. 这就是说, 如果固定年利率为 r (r > 0), 那么, 在第 n 年末, 第一年所交纳的储备金就变为
a1(1+ r)n−1, 第二年所交纳的储备金就变为 a2(1+ r)n−2, · · · . 以 Tn 表示到第 n 年末所累计
的储备金总额。

(1) 写出 Tn 与 Tn−1 (n⩾ 2) 的递推关系式；

(2) 求证: Tn =An +Bn, 其中 {An} 是一个等比数列, {Bn} 是一个等差数列。

30.【2014 湖南卷理 20】已知数列 {an} 满足 a1 = 1, |an+1 −an|= p,n∈ N∗。

(1) 若 {an} 是递增数列，a1,2a2,3a3 成等差数列，求 p；

(2) 若 p=
1

2
，且 {a2n−1} 是递增数列，{a2n} 是递减数列，a2 > a1，求 {an} 的通项公式。

31.【1995 全国卷理 25】设 {an}是由正数组成的等比数列，Sn 是其前 n项和。是否存在常数 c > 0，

使得
lg(Sn − c)+ lg(Sn+2 − c)

2
= lg(Sn+1 − c) 对任意正整数 n 成立？

32.【2004 江苏 20】设无穷等差数列 {an} 的前 n 项和为 Sn。求所有的 {an}，使得对于一切正整
数 k 都有 Sk2 = (Sk)

2 成立。

33.【2001京蒙皖理 20】在 1与 2之间插入 n个正数 a1,a2,a3, · · · ,an,使这 n+2个数成等比数列；又
在 1与 2之间插入 n个正数 b1, b2, b3, · · · , bn,使这 n+2个数成等差数列. 记 An = a1a2a3 · · ·an,
Bn = b1 + b2 + b3 + · · ·+ bn。当 n⩾ 7 时, 比较 An 与 Bn 的大小。

34.【2023 新高考 I 卷 20】设等差数列 {an} 的公差为 d，d > 1。令 bn =
n2 +n

an
，记 Sn,Tn 为别

为数列 {an} ,{bn} 的前 n 项和。若 {bn} 为等差数列，且 S99 −T99 = 99，求 d。

35. 设数列 {an} 各项均为实数，且当 n⩾ 2 时，an+1 = |an|−an−1。

已知：若存在 k ∈ N∗ 使得 ak = ak+T 且 ak+1 = ak+1+T （T ∈ N∗），则 {an} 是周期为 T 的
数列。（注：这个结论其实可用归纳法两行证完）证明：

（1）存在大于 1 的正整数 m，使得 am ⩽ 0；

（2）存在正整数 m，使得 am ⩽ 0 且 am+1 ⩽ 0；
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（3）对任意正整数 n，都有 an+9 = an。

36.【2006 江苏 21】设数列 {an},{bn},{cn} 满足：对任意正整数 n，bn = an − an+2, cn = an +

2an+1 + 3an+2，证明: {an} 为等差数列的充要条件是：{cn} 为等差数列且对任意正整数 n，
bn ⩽ bn+1。

37.【2005 全国 III 卷理 20】在等差数列 {an} 中, 公差 d ̸= 0, a2 是 a1 与 a4 的等比中项. 已知数
列 a1,a3,ak1 ,ak2 , . . . ,akn , . . . 成等比数列, 求数列 {kn} 的通项 kn。

38.【2024 广东二模 18】已知数列 {an}满足 a1 = 1，且对任意正整数 k，a2k−1,a2k,a2k+1 成公差
为 2k 的等差数列。是否存在 x，使得对任意正整数 k，a2k +x,a2k+1 +x,a2k+2 +x 成等比数
列？

39.【2001 上海 22】已知 {an} 是首项为 2, 公比为
1

2
的等比数列, Sn 为它的前 n 项和。是否存在

自然数 c,k，使得
Sk+1 − c

Sk − c
> 2 恒成立？
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1.

2.

3.

4.

5.

6. 新答案（来源：1.26 数列的概念.md）：B

【解题思路】思路 1：由 an+1 =
an −

√
3

√
3an +1

及 a1 =0，求得 a2 =−
√
3，a3 =

−2
√
3

−2
=

√
3，a4 =0．

猜想 an+3 = an，n∈ N∗，亦即 a3n+r = ar (r = 1,2)．故 a20 = a3×6+2 = a2 =−
√
3．

思路 2：令 an = tanbn，则

tanbn+1 =
tanbn − tan π

3

1+ tan π
3
· tanbn

= tan
(
bn −

π

3

)
所以 bn+1 = bn −

π

3
+knπ (kn ∈ Z)．

因为 a1 = 0，b1 = 0，所以 bn =−
(n− 1)π

3
+mnπ (mn ∈ Z)，其中 mn = k1 + · · ·+ kn−1（如

果 n= 1，则 m1 = 0）．这样，a20 = tanb20 =− tan
19π

3
=− tan

π

3
=−

√
3．

【实测数据】本题文科难度 0.666

新答案（来源：1.27 等差数列.md）：B

【解题思路】设等差数列 {an}的公差为
2π

3
，即 an+3k = an+3k×

2π

3
= an+2kπ，cosan+3k =

cosan，这样集合

S = {cosan |n∈ N∗ }= {cosan |n= 1,2,3}= {a,b}

因此 a1，a2，a3 中有两个数的余弦值相等．

思路 1：不妨设 cosa1 = cosa2，满足 y = cosx= cos
(
x+

2π

3

)
的 y 只有 y =

1

2
= cos

(
−

π

3

)
=

cos
(
π

3

)
或 y=−

1

2
= cos

(
2π

3

)
= cos

(
4π

3

)
，两种情况对应第三个数的余弦值分别为 cosπ=−1

或 cos2π = 1，因此乘积 ab=
1

2
× (−1) 或 ab=

(
−

1

2

)
× 1，均有 ab=−

1

2
，故正确选项为 B．

思路 2：将等差数列的项 an 对应为单位圆周上的点 (cosan, sinan)，由于 {an} 的公差是
2π

3
，

即 an+3k 与 an 对应同一个点，这样圆周上最终有三个点，这三个点构成等边三角形，该三角形

的外接圆半径为 1，因此三角形中心（即原点）到三边的距离都是
1

2
．由题意知三角形有两个顶

点的横坐标相同，即有一条边平行于 y 轴，这样三角形的三个顶点为

(
1

2
,

√
3

2

)
�
(

1

2
,−

√
3

2

)
� (−1,0)
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或者

(
−

1

2
,

√
3

2

)
�
(
−

1

2
,−

√
3

2

)
� (1,0)

均有 ab=−
1

2
．

思路 3：不妨设 cosa1 = cosa2，于是 x =
a1 +a2

2
是曲线 y = cosx 的对称轴，即

a1 +a2

2
=

kπ (k ∈ Z)，

代入 a2 = a1 +
2π

3
，得 a1 =−

π

3
+kπ (k ∈ Z)，a2 =

π

3
+kπ (k ∈ Z)，a3 = π+kπ (k ∈ Z)．

当 k 为奇数时，cosa1 = cosa2 =−
1

2
，cosa3 = 1，ab=−

1

2
；

当 k 为偶数时，cosa1 = cosa2 =
1

2
，cosa3 =−1，ab=−

1

2
．

【实测数据】（河南）本题阅卷数据如下．

题号 A B C D 难度 区分度

理 10 10.63% 58.99% 15.79% 14.52% 0.59 0.42

新答案（来源：1.28 等比数列.md）：D

【解题思路】当 n 为偶数且 {an} 的公比为 −1 时，X = Y = Z = 0，此时四条式子都恒成立．

当 n为奇数或 {an}的公比不为−1时，X，Y −X，Z−Y 成等比数列，则 (Y −X)2 =X (Z−Y )，
化简得 Y 2 −XY +X2 =XZ，即 Y (Y −X) =X (Z−X)．

新答案（来源：1.29 数列综合.md）：C

【解题思路】由于 {an} 是公比为 q 的等比数列，

所以 bn = am(n−1)+1

(
1+ q+ · · ·+ qm−1

)
，

则
bn+1

bn
=

amn+1

(
1+ q+ · · ·+ qm−1

)
am(n−1)+1 (1+ q+ · · ·+ qm−1)

=
amn+1

am(n−1)+1

= qm，

故 {bn} 是公比为 qm 的等比数列，A、B 选项错误．

同理，cn = amm(n−1)+1

(
1 · q · · · · · qm−1

)
．

则
cn+1

cn
=

ammn+1

(
1 · q · · · · · qm−1

)
am
m(n−1)+1

(1 · q · · · · · qm−1)
= (qm)m = qm

2
，

故 {cn} 是公比为 qm
2
的等比数列，故 C 选项正确，D 选项错误．

新答案（来源：1.28 等比数列.md）：D

【解题思路】由矩形面积公式易得 Ai = aiai+1．先考虑 {An} 为等比数列的必要条件，若 {An}

是等比数列，则
An+1

An
=

an+1an+2

anan+1
= q（q 为非零常数），即

an+2

an
= q，当 n 为奇数时，得

a1,a3, · · · ,a2n−1, · · · 是等比数列，公比为 q；当 n 为偶数时，得 a2,a4, · · · ,a2n, · · · 是等比数
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列，公比为 q．因此，选项 D 是 {An}为等比数列的必要条件．再考虑该必要条件是否充分，若
a2n+1

a2n−1
= q 且

a2n+2

a2n
= q（q 为非零常数），即

an+2

an
= q，又 an ̸= 0，所以

an+1an+2

anan+1
= q，即

An+1

An
= q，所以 {An} 为等比数列．因此，选项 D 又是 {An} 为等比数列的充分条件．

【实测数据】本题难度为 0.69，区分度为 0.32．各层次考生答题分布如下：

考生层次 选 A 选 B 选 C 选 D 未选 得分率

第一层次 2.00 0.53 8.74 88.73 0.00 0.89

第二层次 6.01 1.93 17.66 74.36 0.04 0.75

第三层次 10.33 3.35 22.91 63.30 0.11 0.64

第四层次 12.57 7.52 30.89 48.80 0.22 0.49

总体 7.67 3.27 19.90 69.07 0.09 0.69

新答案（来源：1.26 数列的概念.md）：4

【解题思路】令 an = n (n+4)

(
2

3

)n

，则

an+1−an =(n+1)(n+5)

(
2

3

)n+1

−n (n+4)

(
2

3

)n

=

(
2

3

)n [2
3
(n+1)(n+5)−n (n+4)

]
=

(
2

3

)n

·
10−n2

3

所以当 n⩽ 3 时，an+1 −an > 0，当 n⩾ 4 时，an+1 −an < 0，

从而 a1 < a2 < a3 < a4，且 a4 > a5 > a6 > · · ·，故最大项是第 4 项．

7.

8. −1/2. 将等差数列的项 an 对应为单位圆周上的点 (cosan, sinan)，由于公差是
2π

3
，即 an+3k

与 an 对应同一个点，这样圆周上最终有三个点，这三个点构成等边三角形，该三角形的外接圆
半径为 1，因此三角形中心（即原点）到三边的距离都是

1

2
. 由题意知三角形有两个顶点的横坐标

相同，即有一条边平行于 y 轴，这样三角形的三个顶点为

{(
1

2
,

√
3

2

)
,

(
1

2
,−

√
3

2

)
, (−1,0)

}
或者

{(
−

1

2
,

√
3

2

)
,

(
−

1

2
,−

√
3

2

)
, (1,0)

}
，均有 ab=−

1

2
.

9.

10.

11.

12.

13.

14.

15. 新答案（来源：3.2 性质的证明（2）数列.md）：必要性．设 {an} 是公差为 d1 的等差数列，则

bn+1 − bn = (an+1 −an+3)− (an −an+2) = (an+1 −an)− (an+3 −an+2) = d1 −d1 = 0,

所以 bn ⩽ bn+1 (n= 1,2,3, · · · ) 成立．
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又

cn+1 − cn = (an+1 −an)+2(an+2 −an+1)+3(an+3 −an+2)

= d1 +2d1 +3d1 = 6d1（常数） (n= 1,2,3, · · · ) ,
所以数列 {cn} 为等差数列．

充分性．设数列 {cn} 是公差为 d2 的等差数列，且 bn ⩽ bn+1 (n= 1,2,3, · · · )．

证法一：因为 cn = an +2an+1 +3an+2，

�

所以 cn+2 = an+2 +2an+3 +3an+4．

�

�−� 得 cn − cn+2 = (an −an+2)+2(an+1 −an+3)+3(an+2 −an+4) = bn +2bn+1 +3bn+2．

因为 cn − cn+2 = (cn − cn+1)+ (cn+1 − cn+2) =−2d2，

所以 bn +2bn+1 +3bn+2 =−2d2，

�

从而有 bn+1 +2bn+2 +3bn+3 =−2d2．

�

�−� 得 (bn+1 − bn)+2(bn+2 − bn+1)+3(bn+3 − bn+2) = 0．

�

因为 bn+1 − bn ⩾ 0，bn+2 − bn+1 ⩾ 0，bn+3 − bn+2 ⩾ 0，

所以由 � 得 bn+1 − bn = 0(n= 1,2,3, · · · )．

由此不妨设 bn = d3 (n= 1,2,3, · · · )，则 an −an+2 = d3（常数）．

由此 cn = an +2an+1 +3an+2 = 4an +2an+1 − 3d3，

从而 cn+1 = 4an+1 +2an+2 − 3d3 = 4an+1 +2an − 5d3．

两式相减得 cn+1 − cn = 2(an+1 −an)− 2d3，

因此 an+1 −an =
1

2
(cn+1 − cn)+d3 =

1

2
d2 +d3（常数）(n= 1,2,3, · · · )，

所以数列 {an} 是等差数列．

证法二：令 An = an+1 −an，由 bn ⩽ bn+1 知 an −an+2 ⩽ an+1 −an+3，

从而 an+1 −an ⩾ an+3 −an+2，即 An ⩾An+2 (n= 1,2,3, · · · )．

由 cn = an +2an+1 +3an+2，cn+1 = an+1 +2an+2 +3an+3 得

cn+1 − cn = (an+1 −an)+2(an+2 −an+1)+3(an+3 −an+2)�

即

An +2An+1 +3An+2 = d2.

� 由此得 An+2 +2An+3 +3An+4 = d2．
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�

�−� 得 (An −An+2)+2(An+1 −An+3)+3(An+2 −An+4) = 0．

�

因为 An −An+2 ⩾ 0，An+1 −An+3 ⩾ 0，An+2 −An+4 ⩾ 0，

所以由 � 得 An −An+2 = 0(n= 1,2,3, · · · )．

于是由 � 得 4An +2An+1 =An +2An+1 +3An+2 = d2，

�

从而 2An +4An+1 = 4An+1 +2An+2 = d2．

�

由 � 和 � 得 4An +2An+1 = 2An +4An+1，故 An =An+1，

即 an+2 −an+1 = an+1 −an (n= 1,2,3, · · · )．

所以数列 {an} 是等差数列．

16.

17.

18.

19.

20.

21.

22.

23. 4. 令 an = n (n+4)

(
2

3

)n

，则

an+1 −an = (n+1)(n+5)

(
2

3

)n+1

−n (n+4)

(
2

3

)n

=

(
2

3

)n [2
3
(n+1)(n+5)−n (n+4)

]
=

(
2

3

)n

·
10−n2

3
.

所以当 n⩽ 3 时，an+1 −an > 0，当 n⩾ 4 时，an+1 −an < 0，

从而 a1 < a2 < a3 < a4，且 a4 > a5 > a6 > · · ·，故最大项是第 4 项。

24.

25.

26.

27.

28.
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29.

30.

31.

32.

33.

34.

35.

36.

37.

38.

39.
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第一章 数列

1.1 数列的基本概念

习题组 II

1.【2024 北京 15 改编】（多选）设 {an} ,{bn} 是不同的无穷数列，且都不是常数列，记集合 M =

{k | ak = bk,k ∈ N∗}，下列命题中正确的是

(A) 若 {an} 与 {bn} 均为等差数列，则 M 中最多有 1 个元素

(B) 若 {an} 与 {bn} 均为等比数列，则 M 中最多有 2 个元素

(C) 若 {an} 为等差数列，{bn} 为等比数列，则 M 中最多有 3 个元素

(D) 若 {an} 为递增数列，{bn} 为递减数列，则 M 中最多有 1 个元素

2.【2009 江苏 14】设 {an}是公比为 q 的等比数列, |q|> 1, 令 bn = an+1, 若数列 {bn}有连续四
项在集合 {−53,−23,19,37,82} 中, 求 6q。

3.【2011 江苏 13】设 1 = a1 ⩽ a2 ⩽ · · ·⩽ a7，其中 a1,a3,a5,a7 成公比为 q 的等比数列，a2,a4,a6

成公差为 1 的等差数列，求 q 的最小值。

4.【2026 新高考 I 卷 14】设实数 q 满足：存在数列 {an}，使得对于任意 n∈ N∗，均有 a1+a2+

· · ·+a3n = n2 +n，且 {an} 中有某连续 9 项 ak,ak+1, · · · ,ak+8 是公比为 q 的等比数列，求 q

的最大值.

5.【2012 湖南 19】已知数列 {an} 的各项均为正数，记 A(n) = a1 + a2 + · · ·+ an，B(n) = a2 +

a3 + · · ·+an+1，C(n) = a3 +a4 + · · ·+an+2，n= 1,2, · · ·．

(1) 若 a1 = 1,a2 = 5，且对任意 n ∈ N∗，三个数 A(n),B(n),C(n) 组成等差数列，求数列
{an} 的通项公式；

(2) 证明：数列 {an}是公比为 q的等比数列的充要条件是：对任意 n∈N∗，三个数A(n),B(n),C(n)

组成公比为 q 的等比数列．

6.【2021“集英苑测试”（网络联考）8】已知数列 {an} 的前 n 项和为 Sn，若
{
Sn

an

}
是公差为

d(d≥ 1) 的等差数列，则

(A) a1 ⩽ a2 (B) a1 ⩾ a2 (C) a1a2 ⩽ a3a4 (D) a1a2 ⩾ a3a4

7.（多选）已知无穷数列 {an}的通项公式为 an =
1

n
，Tn 为 {an}的前 n项积，记 T1,T2, · · · 构成

的无穷数列为 {Tn}，则

(A) {Tn} 中的每一项都为 {an} 中的项

(B) 对任意 m⩾ 3,m∈ N∗，{Tn} 中存在 m 项，这 m 项构成等差数列

(C) 对任意 m⩾ 3,m∈ N∗，{an} 中存在 m 项，这 m 项构成等比数列

(D) 对任意 m⩾ 3,m∈ N∗，{an} 中存在 m 项，这 m 项构成等差数列

1.1 数列的基本概念 1



8.【2025 广州一模 19】已知无穷数列 {an} 的前 n 项和为 Sn。

(1) 若 a1 = 1,Sn = an+1，求 {an} 的通项公式；

(2) 是否存在等差数列 {an}，使得 Sn < an+1？

(3) 若 {an} 为等比数列，公比为 q，且满足 Sn < an+1，求 q 的取值范围。

9. 若存在常数 λ(λ > 0), 使得 λan ⩾ Sn 对任意 n∈ N∗ 都成立, 则称数列 {an} 具有性质 P (λ). 已
知正项数列 {an} 具有性质 P (λ)，其前 n 项和为 Sn

(1) 若数列 {an} 是公比为 q 的等比数列, 且 λ= 4, 求 q 的值;

(2) 求 λ 的最小值.

2 1.1 数列的基本概念



1. ACD. 设 an = a+nd，bn = b+nc. 则 k ∈M 当且仅当 a+kd= b+kc，即 a− b= k (c−d).
这是个一次方程，这个关于 k 的方程只可能有 0 个或 1 个正整数解. 特别地，对 an = 2n− 1，
bn = 3n− 2，此时 M = {1}. 故 � 正确.

� 考虑 an = 2n，bn = (−2)n，则 {an} 与 {bn} 都是等比数列，但是 M = {2,4,6,8, · · ·} ={
全体偶数

}
，故 � 错误.

� 设 an = a+nd，bn = qn（不妨设 b1 = q）. 则 k ∈M 当且仅当 a+kd= qk.

设 f (x) = |q|x −dx−a，g (x) = |q|x +dx+a.

（i）若 q > 0，则 a+ kd= qk 当且仅当 f (k) = 0. 求导可知 f (x) 最多只有两段单调区间，从而
最多只有 2 个零点，即 M 的元素个数不超过 2.

（ii）若 q < 0，则当 k 为奇数时，a+kd= qk 等价于 a+kd=−|q|k，等价于 g (k) = 0.

当 k 为偶数时，a+kd= qk 等价于 f (k) = 0.

注意到，通过讨论 q,d 的取值可发现，f (x) 和 g (x) 必有一个在 R 上为单调函数，另一个在 R
上有两段单调区间. 于是，f (x) , g (x) 的零点个数之和不超过 3.

特别地，取 bn =

(
−

1

2

)n

，则 b1 =−
1

2
，b3 =−

1

8
，b4 =

1

16
. 再取 an =−

1

2
+

3

16
(n− 1)，则

a1 =−
1

2
，a3 =−

1

8
，a4 =

1

16
，所以 M = {1,3,4}. 所以 � 正确.

�设 cn = an−bn，则 {cn}是递增数列，M ={n | cn = 0}. 取一个连续函数 f (x)满足 f (n)= cn，
使得 f (x) 是单调递增函数（构造方法：连接 (n,cn) 和 (n+1, cn+1) 的折线）. 由零点存在定
理，f (x) 最多只有一个零点，M 最多只有 1 个元素. 故 � 正确.

2.

3.

4. 3

√
3

2
. i. 对于任意 n ∈ N∗，均有 a1 + a2 + · · ·+ a3n = n2 + n 等价于相邻三项之和是给定的：

a3n−2 +a3n−1 +a3n = (n+1)n−n (n− 1) = 2n。ii.{an} 中有某连续 9 项 ak,ak+1, · · · ,ak+8

是公比为 q 的等比数列意味着必有连续的 6 项 a3m−2,a3m−1,a3m,a3m+1,a3m+2,a3m+3 是公
比为 q 的等比数列。其中 a3m−2 +a3m−1 +a3m = 2m，a3m+1 +a3m+2 +a3m+3 = 2m+2，

所以 (2m+2) = q3 ·2m，即
(
q3 − 1

)
m= 1。又 m 是正整数，所以 q3−1 =

1

m
，q =

3

√
m+1

m
。

接下来从大到小讨论 q 的所有可能取值。

（1）如果 m= 1，则 q =
3
√
2，我们尝试构造满足 �� 的数列 {an}，

所以 a1+a2+a3 = 2，即 a1
(
1+ q+ q2

)
= 2，即 a1

(
1− q3

)
= 2(1− q)，整理得 a1 = 2(q− 1)。

考虑数列 an = a1q
n−1 = 2qn − 2qn−1，n= 1,2, · · · ,9。则

a1 +a2 + · · ·+a6 = 2
(
q6 − 1

)
= 6= 22 +2，

a1 +a2 + · · ·+a9 = 2
(
q9 − 1

)
= 14 ̸= 32 +3。矛盾。

（2）如果 m= 2，则 q =
3

√
3

2
，
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所以 a4+a5+a6 = 4，即 a4
(
1+ q+ q2

)
= 4，即 a4

(
1− q3

)
= 4(1− q)，整理得 a4 = 8(q− 1)。

考虑数列 an = a4q
n−4 = 8

(
qn−3 − qn−4

)
，n= 4,5,6,7,8,9。

则 a4 +a5 +a6 = 8
(
q3 − 1

)
= 4，

a7 +a8 +a9 = 8
(
q6 − q3

)
= 8

(
9

4
−

3

2

)
= 6。

接下来随意构造即可，取 a3 = 8
(
1− q−1

)
，a2 = 8

(
q−1 − q−2

)
，a1 使得 a1 +a2 +a3 = 2；

取 a10 = 8
(
q7 − q6

)
，a11,a12 使得 a10 +a11 +a12 = 8 即可。

综上，q 的最大值是 3

√
3

2
。

注：条件 ii 可以加强为有连续的 10 项成等比数列。

5.

6.

7.

8.

9.
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