
第一章 向量、解三角形、复数

1.1 向量

1.1.1 平面向量

向量是高中阶段引入的一个重要的数学研究对象.

1.1.2 基本概念

定义 1.1.1 (向量). 平面上的一条有向线段被称为向量，通常用粗体字母 a, b, c或 #»a ,
#»

b , #»c 等
表示。向量的模长被定义为该线段的长度，模长为零的向量称为零向量，记作 0。模长为 1的
向量称为单位向量。

向量 a, b平行当且仅当它们的方向相同或相反，记作 a ∥ b，此时也称向量 a, b共线。零
向量与任意向量平行。向量 a, b 垂直当且仅当它们所在的直线互相垂直，记作 a ⊥ b。向量
a 和 b 相等当且仅当它们的模长相等且方向相同，记作 a = b。

1.1.3 向量的线性运算

规定向量的加法与数乘运算如下：

定义 1.1.2 (向量的加法运算). 设 a, b 是两个向量，在平面中作出 #    »
OA = a,

#    »
AB = b，定义向

量 a, b 的和 a + b 为 #    »
OB.

定义 1.1.3 (向量的数乘运算). 设 λ 是一个实数，a 是一个向量，则 λa 称为向量 a 与实数 λ

的数乘。

当 λ ̸= 0 且 a ̸= 0 时，λa 的模长为 |λ||a|，当 λ > 0 时，与 a 的方向相同；当 λ < 0

时，与 a 的方向相反；

当 λ = 0 或 a = 0 时，λa = 0。

向量的加法、数乘运算统称为向量的线性运算。对于向量 a, b与实数 λ, µ，称 λa+ µb为
向量 a 和 b 的线性组合，若 c = λ1e1 + λ2e2，则称 a 可以由 e1, e2 线性表出。

定理 1.1.4 (平面向量基本定理). 平面内取定不共线的两个向量 e1, e2，则该平面内的任意一
个向量 a 可以唯一地表示成 e1, e2 的线性组合 λe1 + µe2

称平面内不共线的两个向量组成的集合 {e1, e2} 为该平面上向量的一组基底。如果平面
向量的基底 {e1, e2} 中 e1 ⊥ e2，则称这组基底为正交基底。

1.1.4 向量的直角坐标表示

以单位正交基底 {e1, e2} 中 e1 的方向为 x 轴正方向，e2 的方向为 y 轴正方向，建立平
面直角坐标系。由定理 1.1.4,平面内任意一个向量 a都可以唯一地表示为 a = xe1 + ye2，其
中 x, y 是实数，称 (x, y) 为向量 a 在基底 {e1, e2} 下的直角坐标。
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1.1.5 向量的数量积

定义 1.1.5 (向量的夹角). 设 a, b 是两个非零向量，平移这两条向量，使得它们的始点重合，
记为 O，此时这两个向量的终点分别记为 A,B，定义向量 a, b 的夹角 θ 为 ∠AOB 的大小，
其中 ∠AOB 取不超过平角大小的情况。

定义 1.1.6 (向量的数量积). 设 a, b 是两个向量，实数 a · b = |a| · |b| cos θ 称为 a 与 b 的数
量积（内积）。

由上述定义可以得出：两个非零向量互相垂直当且仅当 a · b = 0。

问题 1.1 解答下述问题：
（1）在平面直角坐标系终，已知向量 a = (x1, y1)，b = (x2, y2)，证明：a ·b = x1x2 + y1y2

（2）已知向量 a, b,设向量 a在向量 b方向上的投影向量为 c。证明：当 c与 a方向相同
时，a · b = |a| · |c|, 当 c 与 a 方向相反时，a · b = −|a| · |c|。
（3）已知在 ∆ABC 中，记 BC 的中点为 D，连接 AD，证明：#    »

AB · #    »
AC = AD2 − BD2
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第一章 向量、解三角形、复数

1.1 向量

习 题

A 组

1. 设 a,b 是非零平面向量, 则 a 在 b 上的投影向量是

(A)
a · b
|b|2

b (B)
a · b
|a|2

a (C)
a · b
|b|

b (D)
a · b
|a|

a

2. 设 V 是全体平面向量构成的集合,a 为非零平面向量, 定义集合

A=
{
x∈ V | a,x方向相反

}
, B = {x∈ V | |x|= |a|} , C = {x∈ V | |x|= |a|且a ∥ x}

则下列命题中正确的是

(A) C ⊆A (B) {a} ⊂A∩B (C) C ⊆B (D) A∪C =B∪C

3.【2008 琼宁卷理 8】平面向量 a,b 共线的充要条件是

(A) a,b 方向相同

(B) a,b 中至少有一个为零向量

(C) ∃λ∈ R,b= λa

(D) 存在不全为零的实数 λ1,λ2 使得 λ1a+λ2b= 0

4.【2024 上海 15】集合 Ω⊆ R3, 且满足对任意 P1,P2,P3 ∈Ω, 存在不全为 0 的实数 λ1,λ2,λ3, 使
得 λ1

#      »
OP1 +λ2

#      »
OP2 +λ3

#      »
OP3 =

#»
0 . 已知 (1,0,0)∈Ω, 则 (0,0,1) /∈Ω 的充分条件是

(A) (0,0,0)∈Ω (B) (−1,0,0)∈Ω (C) (0,1,0)∈Ω (D) (0,0,−1)∈Ω

5.【2006 陕西理 9】已知非零向量 #    »
AB,

#    »
AC 满足

(
#    »
AB

| #    »
AB|

+

#    »
AC

| #    »
AC|

)
· #    »
BC = 0 且

#    »
AB

| #    »
AB|

·
#    »
AC

| #    »
AC|

=
1

2
,

则 △ABC 为

(A) 三边均不相等的三角形 (B) 直角三角形

(C) 等腰非等边三角形 (D) 等边三角形

6.【2010 辽宁理 8】平面上 O,A,B 三点不共线, 设 #    »
OA= a,

#    »
OB = b, 则 △OAB 的面积等于

(A)
√

|a|2|b|2 − (a · b)2 (B)
√

|a|2|b|2 +(a · b)2

(C)
1

2

√
|a|2|b|2 − (a · b)2 (D)

1

2

√
|a|2|b|2 +(a · b)2

7.【2014 浙江理 8】已知 a,b 为平面向量, 则

(A) min{|a+ b|, |a− b|}⩽min{|a|, |b|} (B) min{|a+ b|, |a− b|}⩾min{|a|, |b|}
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(C) min{|a+ b|2, |a− b|2 ⩽ |a|2 + |b|2} (D) min{|a+ b|2, |a− b|2 ⩾ |a|2 + |b|2}

8.【2014 安徽 10】在平面直角坐标系中,单位向量 a,b互相垂直,点 Q满足 #    »
OQ=

√
2(a+b),曲线

C =
{
P | #    »

OP = acosθ+ b sinθ,0⩽ θ < 2π
}
, 区域 Ω=

{
P | 0< r ⩽ | #    »

PQ|⩽R,r < R
}
, 若 C ∩Ω

为两段分离的曲线, 则

(A) 1< r <R< 3 (B) 1< r < 3⩽R (C) r ⩽ 1<R< 3 (D) 1< r < 3<R

9.【2026“fiddie”模拟考 8】已知 x,y 是平面向量,|x|= 1, |y| ̸= 0. 设甲：|x ·y|⩽ 1；乙：存在平
面向量 z, 使得 |y−z|⩽ 1 且 (x ·y)(x ·z)⩽ 0. 则

(A) 甲是乙的充分不必要条件 (B) 甲是乙的必要不充分条件

(C) 甲是乙的充要条件 (D) 甲是乙的既不充分又不必要条件

10.【2013 上海理 18】在边长为 1 的正六边形 ABCDEF 中, 记以 A 为起点, 其余顶点为终点的
向量分别为 a1,a2,a3,a4,a5; 以 D 为起点, 其余顶点为终点的向量分别为 d1,d2,d3,d4,d5. 若
m,M 分别为 (ai +aj +ak) · (dr +ds +dt),{i, j,k} ⊆ {1,2,3,4,5},{r,s, t} ⊆ {1,2,3,4,5} 的最
小值、最大值, 则

(A) m= 0,M > 0 (B) m< 0,M > 0 (C) m< 0,M = 0 (D) m< 0,M < 0

11.【2014 浙江文 9 改编】（多选）设 θ 为非零向量 a,b 的夹角, 已知对任意实数 t,|b+ ta| 的最小值
为 1, 则下列命题中错误的是

(A) 若 θ 确定, 则 |a| 唯一确定 (B) 若 θ 确定, 则 |b| 唯一确定

(C) |a| 确定, 则 θ 唯一确定 (D) 若 |b| 确定, 则 θ 唯一确定

12. 已知向量 a,b 均为单位向量, 求
|a− 2b|√
1− (a · b)2

的最小值.

13. 若向量 a 与 b 不共线, a · b ̸= 0, 且 c= a−
(
a ·a
a · b

)
b, 求向量 a 与 c 的夹角.

14.【2011 上海理 17】设 A1,A2,A3,A4,A5 是平面上给定的 5 个不同点, 求使得 #        »
MA1 +

#        »
MA2 +

#        »
MA3 +

#        »
MA4 +

#        »
MA5 = 0 成立的点 M 的个数.

15.【2025 上海 12】已知 f(x) =


1, x > 0

0, x= 0

−1, x < 0

� a,b,c是平面内三个不同的单位向量．若 f(a ·b)+

f(b · c)+ f(c ·a) = 0，则 |a+ b+ c| 的取值范围是 (△)

16.【2020 浙江 17】单位向量 e1,e2 满足 |2e1−e2|⩽
√
2,已知 a= e1+e2,b= 3e1+e2,设 a,b的

夹角为 θ, 求 cos2 θ 的最小值.

17.【2007 重庆理 10】如图, 在四边形 ABCD 中, | #    »
AB|+ | #    »

BD|+ | #    »
DC| = 4, | #    »

AB| · | #    »
BD|+ | #    »

BD| ·
| #    »
DC|= 4, #    »

AB · #    »
BD =

#    »
BD · #    »

DC = 0, 求 (
#    »
AB+

#    »
DC) · #    »

AC 的值.

18.【2006 辽宁 12】设 O(0,0), A(1,0), B(0,1), 点 P 是线段 AB 上的一个动点, #    »
AP = λ

#    »
AB, 若

#    »
OP · #    »

AB ⩾ #    »
PA · #    »

PB, 求实数 λ 的取值范围.
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19.【2017 上海 10】在平面直角坐标系 xOy 中, 已知椭圆 C1:
x2

36
+

y2

4
= 1 和 C2: x2 +

y2

9
= 1. P

为 C1 上的动点, Q 为 C2 上的动点, w 是 #    »
OP · #    »

OQ 的最大值. 记

Ω= {(P,Q) | P在C1上,Q在C2�,且
#    »
OP · #    »

OQ=w}

求 |Ω|.

20.【2018 天津理 8】在平面四边形 ABCD 中,AB ⊥BC,AD⊥CD,∠BAD= 120◦,AB =AD= 1.
若点 E 为边 CD 上的动点, 求 #    »

AE · #    »
BE 的最小值.

21.【2017 全国 II 卷理 12】已知 △ABC 是边长为 2 的等边三角形,P 为平面 ABC 内一点, 求
#    »
PA · ( #    »

PB+
#    »
PC) 的最小值.

22.【2023 全国乙卷理 12】已知 ⊙O 的半径为 1, 直线 PA 与 ⊙O 相切于点 A, 直线 PB 与 ⊙O 交
于 B,C 两点,D 为 BC 的中点. 若 |PO|=

√
2, 求 #    »

PA · #    »
PD 的最大值.

23.【2013 安徽 9】平面直角坐标系中,O 是坐标原点, 定点 A,B 满足
∣∣ #    »
OA

∣∣= ∣∣ #    »
OB

∣∣= #    »
OA · #    »

OB = 2,
求点集

{
P | #    »

OP = λ
#    »
OA+µ

#    »
OB, |λ|+ |µ|⩽ 1,λ,µ∈ R

}
所表示区域的面积.

24.【2025 绍兴一模 8 改编】在平面直角坐标系中, 已知 A(−1,0),B(0,3),C(2,0), D(0,−6),P 是平
面内任意一点, 记 #    »

PA= a,
#    »
PB = b,

#    »
PC = c,

#    »
PD = d, 分别求

(a).|a+ b+ c+d|, (b).(a+ b) · (c+d) (c).|a+ b|+ |c+d| (d).(a+ b)× (c+d)

的最小值

25. 在 ∆ABC 中, #    »
CE = 2

#    »
EA,

#    »
CD =

#    »
DB,F 为 AD 与 BE 的交点, 且 #    »

CA · #    »
CB = 3, 当向量 #    »

CF 在
#    »
CB 上的投影向量的模取最小值时, 求 | #    »

CB|.

26.【2021 八省联考变式 6】已知 A,B,C 是单位圆上的三个动点, 求 #    »
AB · #    »

AC 的最小值.

27.【上海 11】已知实数 λ > 0, 向量 a,b,c 满足 |a|= |b|= |c|= λ, 且 a · b= 0,b · c= 1,c ·a= 2, 求
λ.

28.【2017 浙江 15】已知向量 a,b 满足 |a|= 1, |b|= 2, 求 |a+ b|+ |a− b| 的最小值与最大值.

29.【2019 江苏 12】如图, 在 △ABC 中, D 是 BC 的中点, E 在边 AB 上, BE = 2EA, AD 与 CE

交于点 O. 若 #    »
AB · #    »

AC = 6
#    »
AO · #    »

EC, 求
AB

AC
的值.

30.【2007 陕西理 15】如图, 平面内有三个向量 #    »
OA,

#    »
OB,

#    »
OC, 其中 #    »

OA 与 #    »
OB 的夹角为 120◦, #    »

OA

与 #    »
OC 的夹角为 30◦, 且 | #    »

OA|= | #    »
OB|= 1, | #    »

OC|= 2
√
3. 若 #    »

OC = λ
#    »
OA+µ

#    »
OB (λ,µ ∈ R), 求

λ+µ 的值.

31.【2020 江苏 13】在 △ABC 中, AB = 4, AC = 3, ∠BAC = 90◦, D 在边 BC 上, 延长 AD 到 P ,
使得 AP = 9, 若 #    »

PA=m
#    »
PB+

(
3

2
−m

)
#    »
PC (m 为常数), 求 CD 的长度.（只考虑 CD > 0 的

情况）

32.【2017 江苏 12】如图, 在同一个平面内, 向量 #    »
OA,

#    »
OB,

#    »
OC 的模分别为 1,1,

√
2, #    »
OA 与 #    »

OC 的夹
角为 α, 且 tanα= 7, #    »

OB 与 #    »
OC 的夹角为 45◦. 若 #    »

OC =m
#    »
OA+n

#    »
OB, 求 m+n.

33.【2015 上海理 14】在锐角三角形 ABC 中, tanA=
1

2
, D 为边 BC 上的点, △ABD 与 △ACD

的面积分别为 2 和 4. 过 D 作 DE ⊥AB 于 E, DF ⊥AC 于 F , 求 #    »
DE · #    »

DF .
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34.【2026 上海春 10】在∆ABC 中,D,E 在 BC 上,且 #    »
BD=

#    »
DE=

#    »
EC, | #    »

AD|=1,<
#    »
AD,

#    »
AE>=

π

3
,

求 #    »
AB · #    »

AC 的最大值.

35.【2011 天津理 14】已知直角梯形 ABCD 中, AD ∥BC,∠ADC = 90◦,AD = 2,BC = 1, P 是腰
DC 上的动点, 求 | #    »

PA+3
#    »
PB| 的最小值.

36.【2006 湖南理 15】如图, OM ∥AB, 点 P 在由射线 OM、线段 OB 及 AB 的延长线围成的区域
内 (不含边界) 运动, 设 #    »

OP = x
#    »
OA+ y

#    »
OB.

(1) 求 x 的取值范围；

(2) 当 x=−
1

2
时, 求 y 的取值范围.

37.【2009 天津理 15】四边形 ABCD 中, #    »
AB =

#    »
DC = (1,1),

1

| #    »
BA|

#    »
BA+

1

| #    »
BC|

#    »
BC =

√
3

| #    »
BD|

#    »
BD, 求

四边形 ABCD 的面积.

38.【2021 天津 15】在边长为 1 的等边三角形 ABC 中，D 为线段 BC 上的动点，DE ⊥AB 且交
AB 于点 E，DF ∥AB 且交 AC 于点 F，求

∣∣2 #    »
BE+

#    »
DF

∣∣ 的值与 (
#    »
DE+

#    »
DF

)
· #    »
DA 的最小值。

39. 设 A,B 是平面直角坐标系中关于 y 轴对称的两点, 且 | #    »
OA|= 2, 若存在 m,n∈ R, 使得 m

#    »
AB+

#    »
OA 与 n

#    »
AB+

#    »
OB 垂直, 且 |(m #    »

AB+
#    »
OA)− (n

#    »
AB+

#    »
OB)|= 2, 求 | #    »

AB| 的最小值.

40.【2019 浙江 17】已知正方形 ABCD 的边长为 1, 求

|λ1
#    »
AB+λ2

#    »
BC+λ3

#    »
CD+λ4

#    »
DA+λ5

#    »
AC+λ6

#    »
BD|, λi ∈ {−1,1}(i= 1,2,3,4,5,6)

的最小值与最大值.

41.【2016 上海理 14】如图,在平面直角坐标系 xOy 中, O为正八边形 A1A2 · · ·A8 的中心, A1(1,0),
任取不同的两点 Ai,Aj , 点 P 满足 #    »

OP +
#      »
OAi +

#       »
OAj = 0, 求点 P 落在第一象限的概率.

42.【2010 浙江理 16】已知平面向量 α,β (α ̸= 0,α ̸= β) 满足 |β|= 1,<α,β−α>=
2π

3
, 求 |α| 的

取值范围.

43.【2013 浙江理 17】设 e1,e2 为单位向量, 非零向量 b= xe1+ye2,x,y ∈R. 若 < e1,e2 >=
π

6
, 求

|x|
|b|
的最大值.

44.【2015 浙江 15】已知 e1,e2 是空间单位向量. 若空间向量 b 满足 b ·e1 = 2,b ·e2 =
5

2
, 且对于任

意 x,y ∈ R,
|b− (xe1 + ye2)|⩾ |b− (x0e1 + y0e2)|= 1(x0, y0 ∈ R)

求 x0, y0, |b|.

45.【2026 闵行二模 16】已知平面上存在 13个向量 # »a1,
# »a2, . . . ,

#   »a13,其中 | # »a1|=1.且对任意 n∈N,1⩽
n⩽ 12, 有 | #        »an+1|=

√
2| # »an|, # »an · #        »an+1 = 0, 求 | # »a1 +

# »a2 + · · ·+ #   »a13| 的最小值.

46.【2021 浙江 17】已知平面向量 a,b,c(c ̸= 0) 满足 |a|= 1, |b|= 2,a · b= 0, (a− b) · c= 0, 记平面
向量 d 在 a,b 方向上的投影分别为 x,y,d−a 在 c 方向上的投影为 z, 求 x2 +y2 + z2 的最小
值.

47.【2022浙江 17】设点 P 在单位圆的内接正八边形 A1A2 · · ·A8 的边 A1A2 上,求 #       »
PA1

2+
#       »
PA2

2+

· · ·+ #       »
PA8

2 的取值范围.
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48.【2026 海淀一模 10】已知平面上互不重合的点 A1,A2,A3,A4,A5 满足 ∠A1A2A3 =∠A2A3A4 =

∠A3A4A5 = 120◦ 且 #         »
A1A2 ·

#         »
A2A3 =

#         »
A2A3 ·

#         »
A3A4 =

#         »
A3A4 ·

#         »
A4A5,下列命题中一定不成立的是

(A) #         »
A1A5 =

#         »
A2A4 (B) #         »

A1A5 =
3

2

#         »
A2A5 (C) #         »

A1A5 = 2
#         »
A2A4 (D) #         »

A1A5 =
5

2

#         »
A4A5

49. 在 ∆ABC 中,P 为 AB 中点,O 在边 AC 上,BO 交 CP 于 R, 且 | #    »
AO| = 2| #    »

AC|, 设 | #    »
AB| =

2, | #    »
AC|= 1,<

#    »
AB,

#    »
AC >= θ.

(1) 若 θ = 60◦, 求 cos∠ARB；

(2) 若 H 在线段 BC 上, 且 RH ⊥BC,θ ∈ [
π

3
,
2π

3
], 设, 求

|CH|
|CB|

的取值范围.
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1. A. 设向量 a 在向量 b 上的投影向量 p = tb. 由投影的数量关系 t|b| = |a|cosθ =
a · b
|b|

可得

t=
a · b
|b|2

. 因此投影向量为
a · b
|b|2

b, 选 A.

2. C. 由题意,A中的向量与 a方向相反,所以 A是以 −a为端点、沿 −a方向延伸的射线;集合 B

是以原点为圆心、半径 |a| 的圆; 集合 C 中的向量既与 a 共线, 又与 a 等长, 所以 C = {a,−a}.
因为 C 中的每个向量模长都等于 |a|,所以 C ⊆B,选项 C正确.而 a的方向与 a相同,故 a /∈A,
选项 B 错误; 因为 a∈C 且 a /∈A, 故 C ̸⊆A, 选项 A 错误.A∪C 只包含与 a 共线的向量,B∪C

还包含其他方向的向量, 二者不相等, 选项 D 错误.

3. D. 两个向量共线, 则它们的方向相同或相反. 因此选项 A 错误。两个向量共线时，它们可能
全不为零向量，因此选项 B 错误。当 a 为零向量,b 不为零向量时，a,b 共线，对任意实数 λ，
λa= 0 ̸= b，因此选项 C 错误。对于 D 选项，若 a,b 共线, 可以验证一定存在不全为零的实数
λ,µ 使得 λa+µb= 0. 反过来，若存在不全为零的实数 λ1,λ2, 使得 λ1a+λ2b= 0, 则当 λ2 ̸= 0

时有 b=−
λ1

λ2
a; 当 λ2 = 0 时必有 λ1 ̸= 0, 从而 a= 0, 此时 a 与任意向量共线. 因此该条件必然

推出 a,b 共线. 因此 D 正确

4. C. 如果 (0,1,0)∈Ω，下面证明 (0,0,1) /∈Ω,采取反证法。假设 (0,0,1)∈Ω，则 (1,0,0), (0,1,0), (0,0,1)

构成空间中向量的一组基底，若存在实数 λ1,λ2,λ3 使得 λ1e1 + λ2e2 + λ3e3 = 0，则只能有
λ1 = λ2 = λ3 = 0, 与题设矛盾，假设错误。故 (0,0,1) /∈Ω，选项 C 正确。可以验证其余选项均
不正确。

注：已知向量 a1,a2, · · · ,an，如果存在不全为零的实数 λ1,λ2, · · · ,λn,使得 λ1a1+λ2a2+ · · ·+
λnan = 0，则称向量 a1,a2, · · · ,an 是线性相关的，也就是说，其中存在某个向量可以被表示为
其余向量的线性组合。若由 λ1a1+λ2a2+ · · ·+λnan = 0 只能解得 λ1 = λ2 = · · ·λn = 0，则称
向量 a1,a2, · · · ,an 是线性无关的。

新答案（来源：4.4 多个量词的问题（3）向量、几何.md）：C

【解题思路】设 O (0,0,0)，A (1,0,0)，B (0,0,1)．

思路 1：若 O (0,0,0) ∈ Ω，取 λ1 = 1，λ2 = 0，λ3 = 0，则 λ1
#    »
OO+λ2

#    »
OA+λ3

#    »
OB =

#»
0，所以

O ∈Ω 不能推出 B /∈Ω．不合题意．

若 Q1 (−1,0,0)∈Ω，取 λ1 =1，λ2 =−1，λ3 =0，则 λ1
#       »
OQ1+λ2

#    »
OA+λ3

#    »
OB=

#»
0，所以 Q1 ∈Ω

不能推出 B /∈Ω，不合题意．

若 Q2 (0,0,−1)∈Ω，取 λ1 =1，λ2 =−1，λ3 =0，则 λ1
#    »
OB+λ2

#       »
OQ2+λ3

#    »
OA=

#»
0，所以 Q2 ∈Ω

不能推出 B /∈Ω，不合题意．

排除 A、B、D 选项，选 C．

思路 2：”存在不全为零的实数 λ1、λ2、λ3满足 λ1
#      »
OP1+λ2

#      »
OP2+λ3

#      »
OP3 =

#»
0 ”等价于”O,P1,P2,P3

不在同一平面上”．

而四个选项中，D1 (0,0,0) 在平面 OAB 上，D2 (−1,0,0) 在平面 OAB 上，D3 (0,−1,0) 不在
平面 OAB 上，D4 (0,0,−1) 在平面 OAB 上，故选 C．

5. D. 设 u=

#    »
AB

| #    »
AB|

,v =

#    »
AC

| #    »
AC|

. 由 u ·v =
1

2
及 |u|= |v|= 1, 可知 ∠BAC = 60◦.
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向量
#    »
AB

| #    »
AB|

+

#    »
AC

| #    »
AC|

的方向是 ∠BAC 的角平分线方向，由

(
#    »
AB

| #    »
AB|

+

#    »
AC

| #    »
AC|

)
· #    »
BC = 0 可知，该

角平分线垂直于对边，因此它也是垂线，根据三线合一可推得 △ABC 为等腰三角形，进而得出
△ABC 为等边三角形, 选 D.

6. C. △OAB的面积为 S△OAB =
1

2
|a| |b| sinθ.而 |a|2|b|2−(a ·b)2 = |a|2|b|2 sin2 θ.因此△OAB

的面积可表示为
1

2

√
|a|2|b|2 − (a · b)2, 选 C.

7.

8. A. 因为 a,b 是互相垂直的单位向量, 所以
√
2(a+ b) 的模长为 2. 区域 Ω 是以 Q 为圆心、内

外半径分别为 r,R 的圆环，作示意图如下。

a

b

O

Q

C

|OQ| = 2

r

R

第 8 题示意图

圆 C 与圆环的交集由条件 r ⩽ | #    »
PQ| ⩽ R 给出. 要使交集为两段分离的曲线, 内圆必须真正截过

圆 C, 故 r > 1; 外圆也必须截过圆 C, 故 R< 3. 结合题设 r < R, 得到 1< r <R< 3, 选 A.

9. C. 取单位向量 x为横轴正方向,设 y= (s, t),其中 s=x ·y.若 s> 0,条件乙要求存在 z= (u,v)

满足 |y−z|⩽ 1 且 u⩽ 0; 若 s < 0, 则要求存在 z 满足 |y−z|⩽ 1 且 u⩾ 0. 当 s > 0 时, 点 y 到
半平面 u ⩽ 0 的最短距离为 s, 所以存在这样的 z 当且仅当 s ⩽ 1. 当 s < 0 时同理, 存在这样的
z 当且仅当 −s⩽ 1. 当 s= 0 时取 z = y 即可满足乙. 综上, 乙成立当且仅当 |s|⩽ 1, 即当且仅当
|x ·y|⩽ 1, 这正是甲. 因此甲是乙的充要条件, 选 C.

10. 新答案（来源：1.8 三角恒等变换.md）：A

【解题思路】若 sinx = 0，则 sin2x = 2 sinxcosx = 0，所以 E ⊂ F．但反之不对，x =
π

2
满足

sin2x= 0 但 sinx ̸= 0，所以 E ⊊ F．

11.

12.

13. 方法一：由 c= a−
a ·a
a · b

b, 有 a · c= a ·a− a·a
a·b (a · b) = 0. 又因为 a,b 不共线, 所以 c ̸= 0. 因此

a⊥ c, 它们的夹角为 90◦.

方法二：记 θ 为向量 a,b 的夹角，有
a ·a
a · b

b=
|a|

|b|cosθ
b，
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14. 在平面内取定一个点 O，由 #        »
MAi =

#      »
OAi −

#      »
OM 可得

#        »
MA1 +

#        »
MA2 +

#        »
MA3 +

#        »
MA4 +

#        »
MA5 =

#       »
OA1 +

#       »
OA2 +

#       »
OA3 +

#       »
OA4 +

#       »
OA5 − 5

#      »
OM.

令其等于零, 得到
#      »
OM =

1

5
(

#       »
OA1 +

#       »
OA2 +

#       »
OA3 +

#       »
OA4 +

#       »
OA5).

于是 #      »
OM 是唯一确定的, 所以满足条件的点 M 有 1 个.

评：这是求解三角形重心的其中一种方法的延申。设平面直角坐标系中△ABC的三个顶点A,B,C

的坐标分别为 (x1, y1), (x2, y2), (x3, y3)，则该三角形的重心为 G(
1

3
(x1 + x2 + x3),

1

3
(y1 + y2 +

y3))。一种证明方法利用率
#    »
GA+

#    »
GB+

#    »
GC =

#»
0，再复用该题采用的上述方法即可。

15.

16. 设 e1 · e2 = t,−1 ⩽ t ⩽ 1. 对 |2e1 − e2| ⩽
√
2 两边平方，结合单位向量条件, 化简得 5− 4t ⩽ 2,

所以 t⩾
3

4
. 综合得到 t 的取值范围为

3

4
⩽ t⩽ 1.

计算得 a · b= 4+4t,|a|2 = 2+2t,|b|2 = 10+6t, 故

cos2 θ =
(a · b)2

|a|2|b|2
=

(4+4t)2

(2+2t)(10+6t)
=

4(1+ t)

5+3t
.

设 f(t) =
4(1+ t)

5+3t
, 因为 f ′(t) =

8

(5+3t)2
> 0，所以 f(t) 在

3

4
⩽ t ⩽ 1 时单调递增, 最小值在

t=
3

4
时取得, 带入得到 cos2 θmin =

28

29
.

注：求 f(t) =
4(1+ t)

5+3t
也可分离常数得 f(t) =

4

3
−

8

3(5+3t)
，据此判断 f(t) 在

3

4
⩽ t⩽ 1 时单

调递增。

17.

18.

19.

20.

21. 设 BC 的中点为 D，AD 的中点为 O, 则
#    »
PA · ( #    »

PB+
#    »
PC) = 2

#    »
PA · #    »

PD = 2(PO2 −OD2)⩾−OD2 =−
3

2
.

故最小值为 −
3

2
.

22.

23.

24.

25.

26.

27.
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28. 设 a · b= t, 其中 −2⩽ t⩽ 2. 令 x= |a+ b|, y = |a− b|, 则

x2 + y2 = 2|a|2 +2|b|2 = 10

x2y2 = (|a+ b|2 + |a− b|)2

= (|a|2 + |b|2 +2a · b)(|a|2 + |b|2 − 2a · b)
= (|a|2 + |b|2)2 − 4(a · b)2

= 25− 4t2.

所以 (x+y)2 = 10+2
√

25− 4t2. 当 |t|= 2 时取得最小值 16, 当 t= 0 时取得最大值 20, 故所求
最小值为 4, 最大值为 2

√
5.

29.

30.

31.

32. 新答案（来源：2024 上海，15（立体几何、向量）.md）：
5

28

【解题思路】#    »
OP +

#      »
OAi+

#       »
OAj =

#»
0 等价于 #    »

OP =−
(

#      »
OAi +

#       »
OAj

)
，P 点由取定的 Ai，Aj 唯一

确定．在八个点中任取不同的两点的取法数为 C2
8 即 28．其中，使得 #      »

OAi+
#       »
OAj =

#»
0 即 P 落在

原点的取法有 4 种，分别是 A1 与 A5、A2 与 A6、A3 与 A7、A4 与 A8；使得
#      »
OAi +

#       »
OAj 是

与坐标轴平行的向量即 P 落在除原点外的坐标轴上的取法也有 4 种，分别是 A2 与 A8、A4 与
A6、A2 与 A4、A6 与 A8．因此，使得 P 落在四个象限的取法有 20 种，而 P 落在每个象限的
机会均等，从而使得 P 落在第一象限的取法有 5 种，由此求得 P 落在第一象限的概率是

5

28
．

【实测数据】本题理科难度为 0.425，区分度为 0.50．

新答案（来源：1.18 空间直角坐标系与空间向量.md）：1；2；2
√
2

【解题思路】因为
∣∣ #»
b − (x #»e1 + y #»e2)

∣∣⩾ ∣∣ #»
b − (x0

#»e1 + y0
#»e2)

∣∣= 1(x0, y0 ∈ R)，

两边平方，得

∣∣ #»
b
∣∣2 − 2

#»
b · (x #»e1 + y #»e2)+ |x #»e1 + y #»e2|2 ⩾

∣∣ #»
b
∣∣2 − 2

#»
b · (x0

#»e1 + y0
#»e2)+ |x0

#»e1 + y0
#»e2|2

由于
#»
b · #»e1 = 2，

#»
b · #»e2 =

5

2
，且

|x #»e1 + y #»e2|2 = x2 | #»e1|2 + y2 | #»e2|2 +2xy #»e1 · #»e2 = x2 + y2 +xy

所以

∣∣ #»
b
∣∣2 − 4x− 5y+x2 + y2 +xy ⩾

∣∣ #»
b
∣∣2 − 4x0 − 5y0 +x2

0 + y20 +x0y0 = 1

考虑函数 g (x,y) =
∣∣ #»
b
∣∣2−4x−5y+x2+y2+xy．由题意，g (x,y)在 (x,y) = (x0, y0)取到最小

值，且最小值为 1．

将 g (x,y) 视作 x 的函数，然后再配方，可得
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g (x,y)=x2+(y− 4)x+y2−5y+
∣∣ #»
b
∣∣2 =(

x+
y− 4

2

)2

−
(y− 4)2

4
+y2−5y+

∣∣ #»
b
∣∣2 =(

x+
y− 4

2

)2

+
3y2

4
−3y+

∣∣ #»
b
∣∣2−4=

(
x+

y− 4

2

)2

+
3

4
(y− 2)2+

∣∣ #»
b
∣∣2−7

因此，当 x+
y− 4

2
= 0，且 y− 2 = 0 时 g (x,y) 取到最小值，所以 x0 +

y0 − 4

2
= 0 且 y0 = 2，

故 x0 = 1．

最小值
∣∣ #»
b
∣∣2 − 7 = 1，所以

∣∣ #»
b
∣∣= 2

√
2．

33.

34.

35.

36.

37.

38.

39.

40.

41.

42.

43.

44.

45. 相邻向量互相垂直, 故奇数项方向均在同一直线上, 偶数项方向均在与其垂直的直线上. 奇数项
模长为 1,2,4, . . . ,64, 其带符号和的模最小为 64− (1 + 2+ 4+ 8+ 16+ 32) = 1; 偶数项模长为
√
2,2

√
2, . . . ,32

√
2, 其带符号和的模最小为 32

√
2− (

√
2+ 2

√
2+ · · ·+16

√
2) =

√
2. 两方向垂

直, 故总和模长的最小值为
√

12 +(
√
2)2 =

√
3.

46.

47.

48.

49.
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第一章 向量、解三角形、复数

1.1 向量

杂 题

1.【2026“数海漫游一模”（网络联考）5】已知向量 a,b 满足 a+ b= (1,2)，求 a · b 的最大值。

2.【2024 宁波二模 9 改编】若平面向量 a,b,c 满足 |a|= 1，|b|= 1，|c|= 3 且 a ·c= b ·c，分别求
|a+ b+ c|, |a− b+ c| 的最大值与最小值。

3. 已知 O 是 △ABC 所在平面内一点, 且 | #    »
AB|= 2, #    »

OA · #    »
AC =−1, #    »

OC · #    »
AC = 1, 求 ∠ABC 的最大

值。

4.【2021 浙江十校联考 17】已知空间向量 a⃗, b⃗, c⃗ 两两夹角均为 60◦，且 |⃗a|= |⃗b|= 2, |⃗c|= 6，若向
量 x⃗, y⃗ 分别满足 x⃗ · (x⃗+ a⃗− b⃗) = 0 与 y⃗ · c⃗= 8，求 |x⃗− y⃗| 的最小值。
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1.

2.

3.

4.
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