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1.8 变量关系

不同的变量往往不能任意的增长或减小, 它们或多或少地受到各种法则的约束, 彼此之间
呈现出多种多样的关系. 我们将在本节研究函数约束下的变量关系.
对于多个变量的关系, 我们通常利用这一关系做消元或换元.
消元是最为常见的处理方式, 我们在解方程时就已经熟练掌握此方法, 只是此处的约束是

基于函数的.
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第一章 函数

1.8 变量关系

习 题

A 组

1.【2013 安徽理 8】函数 y = f(x) 的图象如图所示, 在区间 [a,b] 上可找到 n (n ⩾ 2) 个不同的数

x1,x2, · · · ,xn, 使得
f(x1)

x1
=

f(x2)

x2
= · · ·=

f(xn)

xn
, 求 n 的取值范围.

2.【2017 全国 I 卷理 11】设 x,y,z 为正数, 且 2x = 3y = 5z , 比较 2x,3y,5z 的大小.

3.【2020 全国 I 卷 12】若 2a+ log2 a= 4b+2 log4 b, 则

(A) a > 2b (B) a < 2b (C) a > b2 (D) a < b2

4.【2023 四省联考 8】已知 a,b, c 满足 a= log5(2b +3b), c= log3(5b − 2b), 则

(A) |a− c|⩾ |b− c|, |a− b|⩾ |b− c| (B) |a− c|⩾ |b− c|, |a− b|⩽ |b− c|

(C) |a− c|⩽ |b− c|, |a− b|⩾ |b− c| (D) |a− c|⩽ |b− c|, |a− b|⩽ |b− c|

5.【2011 福建 10】（多选）已知函数 f(x) = ex+x．对于曲线 y= f(x)上横坐标成等差数列的三个
点 A,B,C, 下列叙述正确的是

(A) △ABC 一定是钝角三角形 (B) △ABC 可能是直角三角形

(C) △ABC 可能是等腰三角形 (D) △ABC 不可能是等腰三角形

6.【2012 四川文 16 改编】（多选）设 a,b 为正实数, 下列命题中正确的是

(A) 若 a2 − b2 = 1, 則 a− b < 1 (B) 若
1

b
−

1

a
= 1, 則 a− b < 1

(C) 若 |
√
a−

√
b|= 1, 則 |a− b|< 1 (D) 若 |a3 − b3|= 1, 則 |a− b|< 1

7.【2025“数海漫游二模”（网络联考）13】若函数 f(x) = |x| ln |x|− a 的四个不同零点恰构成一个
等差数列, 求 a.
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8. 解答下述问题：

(1)【2023 广州零模 12】已知 a > 0, b > 0,abea + lnb− 1 = 0, 证明或反驳：

(a). lnb >
1

a
(b).ea >

1

b
(c).a+ lnb < 1 (d).ab < 1

(2) 已知正数 a,b 满足等式 a2 − b= 2(2 lnb− lna), 证明或反驳：

(a).a > b2 >
1

2
(b).a < b2 <

1

2
(c).a > b > 1 (d).b < a < 1

9.【2009 辽宁 12】已知 2x1 +2x1 = 5,2x2 − 2 log2(x2 − 1) = 5, 求 x1 +x2；

10. 已知函数 f(x) =
2 ln(−x)

x
,g(x) =

x− 2m

3x2
,函数 h(x) = g[f(x)]+

1

m
有三个零点 x1,x2,x3,x1 <

x2 < x3, 求 f(x1)+ f(x2)+2f(x3) 的取值范围.

11.【2023 长沙适应性考试 16】已知函数 f(x) =

{
x+1,x < 0

ln(x+1),x⩾ 0
.

(1) 讨论关于 x 的方程 f(f(x)) = a 的不同实根的个数；

(2) 若第（1）问中的方程恰有两个不相等的实根 x1,x2(x1 < x2), 求
x2 +1

x1 +2
的取值范围.

12.【2010 天津理 21 节选】已知函数 f(x) = xe−x(x∈ R).

(1) 已知函数 y = f(x), y = g(x) 的图象关于 x= 1 对称, 证明：当 x > 1 时,f(x)> g(x)；

(2) 如果 x1 ̸= x2, 且 f(x1) = f(x2), 证明：x1 +x2 > 2.

13.【2016 全国 I 卷理 21】已知函数 f(x) = (x−2)ex +a(x−1)2 有两个零点. 设 x1,x2 是 f(x) 的
两个零点, 证明：x1 +x2 < 2.

14.【2021 新高考 I 卷 22】已知函数 f (x) = x (1− lnx).

(1) 讨论 f (x) 的单调性；

(2) 设 a,b 为两个不相等的正数, 且 b lna−a lnb= a− b, 证明：2<
1

a
+

1

b
< e.

15.【2022 全国甲卷 21】已知函数 f(x) =
ex

x
− lnx+ x− a. 证明：若 f(x) 有两个零点 x1,x1, 则

x1x2 < 1.

16.【2018 浙江 22（1）】已知函数 f(x) =
√
x− lnx, 若 f(x) 在 x= x1,x= x2(x1 ̸= x2) 处导数相

等, 证明：f(x1)+ f(x2)> 8− 8 ln2

17.【2012 全国 I 卷 21】已知函数 f (x) = ex．若 f (x)⩾ (a+1)x+ b恒成立，求 (a+1)b的最大值．

18.【2014 湖南文 21】已知函数 f(x) = xcosx− sinx+1 (x > 0). 记 xi 为 f(x) 的从小到大的第

i (i∈ N∗) 个零点, 证明: 对一切 n∈ N∗, 有
1

x2
1

+
1

x2
2

+ · · ·+
1

x2
n

<
2

3
.

19.【2014 湖南理 22】已知常数 a > 0, 函数 f(x) = ln(1+ax)−
2x

x+2
.

(1) 讨论 f(x) 在区间 (0,+∞) 上的单调性；

(2) 若 f(x) 存在两个极值点 x1,x2, 且 f(x1)+ f(x2)> 0, 求 a 的取值范围.

20. 已知函数 f(x) = ex −ax2 有三个零点 x1,x2,x3(x1 < x2 < x3)
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(1) 证明：若 x1,x2,x3 成等差数列, 则 x2
1,x

2
2,x

2
3 成等比数列；

(2) 若 x1,x2,x3 成等差数列, 求公差 d；

(3) 若 x1,x2,x3 成等比数列, 求公比 q.

21.【2018 全国 I 卷理 21（2）】已知函数 f(x) =
1

x
−x+a lnx, 若 f(x) 存在两个极值点 x1,x2, 证

明：
f(x1)− f(x2)

x1 −x2
< a− 2.

22.【2008 大纲卷 II 理 22】已知函数 f(x) = x2 +a ln(1+x) 有两个极值点 x1,x2, 且 x1 < x2.

(1) 求 a 的取值范围, 并讨论 f(x) 的单调性；

(2) 证明: f(x2)>
1− 2 ln2

4
.

23.【2019 天津文 20】设函数 f(x) = lnx−a(x− 1)ex, 其中 a∈ R,0< a<
1

e

(1) 证明 f(x) 恰有两个零点；

(2) 设 x1 为 f(x) 的极值点,x2 为 f(x) 的零点, 且 x2 > x1, 证明 3x1 −x2 > 2.

24.【2025 新高考 II 卷 18】已知函数 f(x) = ln(x+1)−x+
1

2
x2 −kx3,k ∈

(
0,

1

3

)
.

(1) 证明：f(x) 在 (0,+∞) 上存在唯一的极值点和唯一的零点；

(2) 设 x1,x2 分别为 f(x) 在 (0,+∞) 上的极值点和零点.

i. 设函数 g(t) = f(x1 + t)− f(x1 − t), 证明：g(t) 在 (0,x1) 上单调递减；

ii. 比较 2x1 与 x2 的大小, 并证明.

25.【2005 天津 22】设函数 f(x) = x sinx(x∈ R).

(1) 设 x0 为 f(x) 的一个极值点, 证明：[f(x0)]
2 =

x4
0

1+x2
0

；

(2) 设 f(x)在 (0,+∞)内的全部极值点按从小到大的顺序排列 a1,a2, · · · ,an, · · · ,证明：
π

2
<

an+1 −an < π(n= 1,2, · · · )

26. 设函数 f(x) = (x− t1)(x− t2)(x− t3), 其中 t1, t2, t3 ∈R, 且 t1, t2, t3 是公差为 d 的等差数列．

(1) 若 d= 3, 求 f(x) 的极值；

(2) 若曲线 y = f(x) 与直线 y =−(x− t2)− 6
√
3 有三个互异的公共点, 求 d 的取值范围．

27.【2014 天津理 20】已知函数 f(x) = x−aex,a∈ R 有两个零点 x1,x2,x1 < x2：

(1) 证明：
x2

x1
随着 a 的减小而增大；

(2) 证明：x1 +x2 随着 a 的减小而增大.

28.【2022 新高考 I 卷 22】已知函数 f(x) = ex −x 和 g(x) = x− lnx. 证明：存在直线 y = b, 其与
两条曲线 y = f(x) 和 y = g(x) 共有三个不同的交点, 并且从左到右的三个交点的横坐标成等差
数列.

29. 已知函数 f(x) =
ln(ax)

x
,g(x) =

x

ex
, 其中 a ̸= 0.
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(1) 当 1⩽ x⩽ 2 时,g(f(x))⩾ ln
√
2, 求实数 a 的取值范围；

(2) 若存在不相等的实数 x1,x2, 满足 g(x1) = g(x2), 且 2x1 < x2 < 3x1, 求 g(x1 +x2) 的取
值范围.
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1. {2,3,4}.

2. 3y < 2x< 5z. 对等式每一项取自然对数得 x ln2= y ln3= z ln5=k,比较 2x=
2k

ln2
,3y=

3k

ln3
,5z=

5k

ln5
三数大小, 转为比较

ln2
2

,
ln3
3

,
ln5
5
三数大小, 可知

ln3
3

>
ln2
2

=
ln4
4

>
ln5
5

故 3y < 2x < 5z。

3. B.

2a+ log2 a = 4b+2 log4 b < 2(2b)+ log2(2b) =⇒ a < 2b

故 B 选项正确.

4. B. x→+∞ 时,

a= log5(2b +3b)≈ log5 3b = b log5 3, c= log3(5b − 2b)≈ log3 5b = b log3 5

有 a < b < c，于是 |a− c| ⩾ |b− c|，而 a+ c = b(log5 3+ log3 5) ⩾ 2b，于是 c− b ⩾ b− a，即
|a− b|⩽ |b− c|. 故 B 选项正确.

评：

5. AD.

6. AD.

7. −
√
3

6
ln3.

8.（1）分离变量 a,b, 有

aea =
1− lnb

b

由于 a > 0, 故 b∈ (0, e)

(a) 错误：当 b∈ (0,1) 时,lnb < 0<
1

a
, 不成立；

(b) 正确：f(x) = xex 在 (0,+∞) 单增, 借助函数 f(x) 的单调性消元.

设 y = f(x) 图象上有一点 (a,aea) = (a,
1− lnb

b
), 比较

1− lnb
b

与 g(− lnb) 即可；

(c) 正确：同上, 比较
1− lnb

b
与 g(1− lnb) 即可；

(d) 正确：同上, 比较
1− lnb

b
与 g(

1

b
) 即可；

9. 7

2
. 由于 2x1 +2x1 = 5, 则 x1 = log2(5− 2x1). 令 t =

7

2
− x1, 则

7

2
− t = log2(2− 2t) = 1 =

log2(t−1). 于是 2t+2 log2(t−1) = 5. 由于方程 2x+2 log2(x−1) = 5 只有一个根, 所以 t= x2,
故 x1 +x2 =

7

2
.

10. m∈ (−
4

3e
,0)∪ (0,

2

e
).
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11.（1）

（2）[
e

ln2
,ee−1).

12.

13.

14.

15.（）f (x)的定义域为 (0,+∞)，f ′ (x)=
(ex +x) (x− 1)

x2
．当 x∈ (0,1)时，f ′ (x)< 0；当 x∈ (1,+∞)

时，f ′ (x)> 0．所以 f (x) 在 (0,1) 上单调递减，在 (1,+∞) 上单调递增。不妨设 x1 < x2．于

是 x1 ∈ (0,1)，x2 ∈ (1,+∞)，即
1

x2
∈ (0,1)．由于 f (x) 在 (0,1) 上单调递减，故 x1x2 < 1 等

价于 f (x1)> f

(
1

x2

)
．而 f (x1) = f (x2) = 0，故 x1x2 < 1 等价于 f (x1)> f

(
1

x1

)
，即

ex2

x2
− lnx2 +x2 > x2e

1
x2 + lnx2 +

1

x2
,

整理得
ex2

x2
+ ln

ex2

x2
> x2e

1
x2 + ln

(
x2e

1
x2

)
. (∗)

令函数 g (x) = x+ lnx，(∗)式化为 g

( ex2

x2

)
> g

(
x2e

1
x2

)
，又 g (x)在 (0,+∞)上单调递增，故

(∗) 式等价于
ex2

x2
> x2e

1
x2 , 即 x2 − 2 lnx2 −

1

x2
> 0�

令 h (x) = x− 2 lnx−
1

x
，则 h′ (x) = 1−

2

x
+

1

x2
=

(x− 1)2

x2
，所以当 x > 1 时，h′ (x)> 0，故

h (x) 在 (1,+∞) 上单调递增．又 x2 > 1，所以 h (x2)> h (1) = 0，即 x2 − 2 lnx2 −
1

2
> 0．因

此 x1x2 < 1．

注：本题更简易的做法是注意到 f(x) =
ex

x
+ ln

ex

x
−a，于是 f(x1) = f(x2) = 0当且仅当

ex1

x1
=

ex2

x2
.

16. 对 f(x)求导得到 f ′ (x)=
1

2
√
x
−

1

x
,，由题意知，

1

2
√
x1

−
1

x1
=

1

2
√
x2

−
1

x2
，化简得到√

x1x2 =

2(
√
x1 +

√
x2) . 而 f (x1)+ f (x2) =

√
x1 +

√
x2 − lnx1 − lnx2 =

√
x1x2

2
− lnx1x2.，又因为

x1 +x2 ⩾√
x1x2 = 2

(√
x1 +

√
x2

)
> 4 4

√
x1x2 ⇒ x1x2 > 256.

于是令 g (x) =

√
x

2
− lnx，则 g′ (x) =

1

4x

(√
x− 4

)
,当 x> 16时，g′ (x)> 0，g (x)在 (16,+∞)

上单调递增，因此 f (x1)+ f (x2) = g (x1x2)> g (256) = 8− 8 ln2.

17.（i）若 a+1< 0，则对任意常数 b，当 x < 0，且 x <
1− b

a+1
时，有 ex− (a+1)x < b，不符题意。

（ii）若 a+1= 0，则当 b⩽ 0 时满足题意此时 (a+1)b= 0．

（iii）若 a+1> 0，设 g (x) = ex− (a+1)x，则 g′ (x) = ex− (a+1)．当 x∈ (−∞, ln (a+1)) 时，
g′ (x)< 0；当 x ∈ (ln (a+1) ,+∞) 时，g′ (x)> 0，从而 g (x) 在 (−∞, ln (a+1)) 内单调递减，
在 (ln (a+1) ,+∞) 内单调递增，故 g (x) 有最小值

g (ln (a+1)) = a+1− (a+1) ln (a+1) .
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所以 f (x)⩾ (a+1)x+b等价于 b⩽a+1−(a+1) ln (a+1)，因此 (a+1)b⩽ (a+1)2−(a+1)2 ln (a+1)．

设 h (a)= (a+1)2−(a+1)2 ln (a+1)，则 h′ (a)= (a+1) [1− 2 ln (a+1)]．所以 h (a)在
(
−1,e 1

2 − 1

)
内单调递增，在

(
e 1
2 − 1,+∞

)
内单调递减，故 h (a)在 a= e 1

2 −1处取得最大值，从而 (a+1)b=

h (a)⩽
e
2
，当 a= e 1

2 − 1，b=
e 1
2

2
时取到等号。

综上，(a+1)b 的最大值为
e
2
．

18.

19. 对 f(x) 求导得到

f ′ (x) =
a

1+ax
−

4

(x+2)2
=

ax2 − 4(1−a)

(1+ax) (x+2)2
.

若 a⩾ 1，x > 0 时 f ′ (x)> 0，f (x) 在 (0,+∞) 上单调递增；

若 0< a< 1，0< x<
2
√

a (1−a)

a
时，f ′ (x)< 0；x >

2
√

a (1−a)

a
时，f ′ (x)> 0，即

f (x) 在

(
0,

2
√

a (1−a)

a

)
上单调递减，在

(
2
√

a (1−a)

a
,+∞

)
上单调递增.

（2）由 (1) 问知，若 f (x) 存在两个极值点 x1,x2，则 p(x) = ax2−4(1−a) = 0 在
(
−

1

a
,+∞

)
上有两个不等的根，于是

4(1−a)

a
> 0，且 p(−

1

a
)> 0，解得 a∈

(
0,

1

2

)
∪
(
1

2
,1

)
. 由韦达定理

得到 x1 +x2 = 0，x1x2 =
4(a− 1)

a
= 4−

4

a
. 故

f (x1)+ f (x2) = ln (1+ax1)+ ln (1+ax2)−
2x1

x1 +2
−

2x2

x2 +2

= ln [(1+ax1) (1+ax2)]−
4x1x2 +4(x1 +x2)

x1x2 +2(x1 +x2)+4

= ln (2a− 1)2 +
2

2a− 1
− 2.

令 t= 2a−1，t∈ (−1,0)∪ (0,1)，g (x) = lnx2+
2

x
−2，可以证明 g (x) 在 (−1,0)，(0,1) 上单

调递减.

g (−1) =−4，因此 −1< t < 0 也即 0< a <
1

2
时，g (t)< g (−1)< 0，不满足题意；g (1) = 0，

因此 0< t < 1 也即
1

2
< a< 1 时，g (t)> g (1) = 0，满足题意.

综上，a∈
(
1

2
,1

)
.

20. d=2 ln(
√
2+1);q=2

√
2+3.

21. 可知 f (x) 存在两个极值点 x1,x2，且 x1x2 = 1. 不妨设 0< x1 < 1< x2. 则
f (x1)− f (x2)

x1 −x2
=−

1

x1x2
− 1+a

( lnx1 − lnx2

x1 −x2

)
=−2+a ·

−2 lnx2

1

x2
−x2

.
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即证
−2 lnx2

1

x2
−x2

< 1 也即 x2 −
1

x2
− 2 lnx2 > 0. 这是显然的，略证。

22.

23.（1）f(x)的定义域为 (0,+∞)，f ′(x) =
1

x
− [aex+a(x−1)ex] =

1−ax2ex

x
.,令 g(x) = 1−ax2ex，

x∈ (0,+∞)，由 0< a<
1

e
可知 g(x) 在 (0,+∞) 内单调递减，又 g(1) = 1−ae> 0，且

g

(
ln

1

a

)
= 1−a

(
ln

1

a

)2

·
1

a
= 1−

(
ln

1

a

)2

< 0,

故 g(x) 在 (0,+∞) 内有唯一零点，从而 f ′(x) 在 (0,+∞) 内有唯一零点，设该零点为 x0，1<

x0 < ln
1

a
。当 x ∈ (0,x0) 时，f ′(x) =

g(x)

x
>

g(x0)

x
= 0，所以 f(x) 在 (0,x0) 单调递增；当

x∈ (x0,+∞) 时，f ′(x) =
g(x)

x
<

g(x0)

x
= 0，所以 f(x) 在 (x0,+∞) 内单调递减。因此 x0 是

f(x) 的唯一极值点。

可知 f(1) = 0，于是 f(x) 在 (0,x0) 上有唯一零点 x= 1，而

f

(
ln

1

a

)
= ln ln

1

a
−a

(
ln

1

a
− 1

)
eln 1

a = ln ln
1

a
− ln

1

a
+1= h

(
ln

1

a

)
< 0,

又因为 f(x0)> f(1) = 0，所以 f(x) 在 (x0,+∞) 内有唯一零点，从而 f(x) 在 (0,+∞) 内恰有
两个零点。

（2）方法一：由题意，f ′(x0) = 0, f(x1) = 0, 即{
ax2

0ex0 = 1�
lnx1 = a(x1 − 1)ex1 = 0�

从而 lnx1 =
x1 − 1

x2
0

ex1−x0，即 ex1−x0 =
x2
0 lnx1

x1 − 1
。当 x > 1 时，lnx < x− 1，又 x1 > x0 > 1，

故

ex1−x0 <
x2
0(x1 − 1)

x1 − 1
= x2

0

两边取对数得 lnex1−x0 < lnx2
0，于是 x1 −x0 < 2 lnx0 < 2(x0 − 1)，整理得 3x0 −x1 > 2。

方法二：即证明 3x0−2> x1，可知 3x0−2> x0，于是 3x0−2> x1 当且仅当 f(3x0−2)< 0，
又 x0 满足 f ′(x0) = 0，即 1−ax2

0e
x0 = 0，于是

f(3x0 − 2) = ln(3x0 − 2)−a(3x0 − 3)e3x0−2

= ln(3x0 − 2)−
(3x0 − 3)e2x0−2

x2
0

= ln(3x0 − 2)− (3x0 − 3)e2(x0−1−lnx0)

⩽ ln(3x0 − 2)− (3x0 − 3)< 0.

于是完成了证明。

评：对于第（1）问的取点 ln
1

a
，理论上只要取比它大的都可行，不必被此拘束。第（2）问的方

法一进行了多次放缩，这一做法是有风险的，每次放缩造成的误差引入难以被事先估计其严重程
度，方法二则先进行等价的消元后再考虑放缩，减少了误差传递，是较为稳妥的。

24.（1）由已知可得 f ′(x) =
1

1+x
− 1+x− 3kx2 =

−x2(3kx+3k− 1)

1+x

8 1.8 变量关系



由于 0< k <
1

3
，因此

1− 3k

3k
> 0。当 x∈

(
0,

1− 3k

3k

)
时，f ′(x)> 0，f(x)在区间

(
0,

1− 3k

3k

)
单调递增；当 x∈

(
1− 3k

3k
,+∞

)
时，f ′(x)< 0，f(x) 在区间

(
1− 3k

3k
,+∞

)
单调递减。所以

x=
1− 3k

3k
是 f(x) 在区间 (0,+∞) 的唯一极值点。

思路 1：又 f(0) = 0，所以 f

(
1− 3k

3k

)
> 0。由于当 x∈ (0,+∞) 时，ln(1+x)−x < 0，因此当

x >
1

2k
时，f(x)<

1

2
x2(1− 2kx)< 0。所以 f(x) 在区间 (0,+∞) 存在唯一零点。

思路 2：又 f(0) = 0，所以当 x∈ (0,x1) 时，f(x)> 0，且 f(x1)> 0。

设 h(x) = ln(1+ x)− x，则当 x > 0 时，h′(x) =
−x

1+x
< 0。所以 h(x) 在 (0,+∞) 单调递减。

从而 h

(
1

2k

)
< 0。而 f

(
1

2k

)
= ln

(
1+

1

2k

)
−

1

2k
= h

(
1

2k

)
< 0，且

1

2k
>

1− 3k

3k
，所以当

x∈ (x1,+∞) 时 f(x) 存在唯一零点 x2。

综上，f(x) 在区间 (0,+∞) 存在唯一的极值点和唯一的零点。

（2.i）思路 1：由（1）知 x1 =
1− 3k

3k
> 0，故 k =

1

3(1+x1)
，f ′(x) =

x2(x1 −x)

(1+x)(1+x1)
。

由题设可得

g′(t) = f ′(x1 + t)+ f ′(x1 − t) =
2t2(t2 −x2

1 − 2x1)

(1+x1 + t)(1+x1 − t)(1+x1)
�

所以当 t∈ (0,x1) 时，g′(t)< 0，g(t) 在区间 (0,x1) 单调递减。

思路 2：由（1）知 x1 =
1− 3k

3k
> 0，故 k =

1

3(1+x1)
。故

g(t) = ln(1+x1 + t)− ln(1+x1 − t)− 2(1−x1 +3kx2
1)t− 2kt3

= ln(1+x1 + t)− ln(1+x1 − t)− 2

(
1−x1 +

x2
1

1+x1

)
t−

2t3

3(1+x1)

g′(t) =
1

1+x1 + t
+

1

1+x1 − t
− 2

(
1−x1 +

x2
1

1+x1

)
−

2t2

1+x1

=
2t2(t2 −x2

1 − 2x1)

(1+x1 + t)(1+x1 − t)(1+x1)

所以当 t∈ (0,x1) 时，g′(t)< 0，g(t) 在区间 (0,x1) 单调递减。

思路 3：由（1）知 x1 =
1− 3k

3k
，故

g(t) = ln(1+x1 + t)− ln(1+x1 − t)− 2(1−x1 +3kx2
1)t− 2kt3

= ln(1+3kt)− ln(1− 3kt)− 6kt− 2kt3

g′(t) =
3k

1+3kt
+

3k

1− 3kt
− 6k− 6kt2

=
6kt2(9k2t2 +9k2 − 1)

(1+3kt)(1− 3kt)

当 0<t<x1时，1−3kt> 1−3kx1 =3k> 0，9k2t2+9k2−1< 9k2x2
1+9k2−1=6k(3k−1)< 0，

故 g′(t)< 0，所以 g(t) 在区间 (0,x1) 单调递减。

（2.ii）2x1 > x2，证明如下：
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由（2.i）知，g(x1)<G(0) = 0，即 f(2x1)−f(0)< 0。又 f(0) = 0，故 f(2x1)< 0，于是 f(2x1)<

f(x2)。

由（1）知 f(x) 在 (x1,+∞) 单调递减，且 x2 > x1，2x1 > x1，所以 2x1 > x2。

25.（1）f ′ (x) = sinx+xcosx，依题意 f ′ (x0) = 0

若 cosx0 = 0，则 sinx0 ̸= 0，进而 f ′ (x0) ̸= 0，矛盾，因此 cosx0 ̸= 0,x0 =− tanx0

[f (x0)]
2 = x2

0 sin
2 x0 = x2

0 ·
sin2 x0

sin2 x0 + cos2 x0

= x2
0 ·

tan2 x0

tan2 x0 +1
=

x4
0

x2
0 +1

（2）由（1）问可知 cosan ̸= 0，因此 a1,a2, · · · ,an 均为 g (x) =
f ′ (x)

cosx
= x+ tanx 的零点.

可知，g (x)在区间
(
π

2
+kπ,

3π

2
+kπ

)
,k∈Z上单调递增，且值域为 R，于是 g (x)在

(
π

2
+kπ,

3π

2
+kπ

)
有且仅有一个变号零点，而 cosx在区间

(
π

2
+kπ,

3π

2
+kπ

)
上不变号，因此 g (x)在

(
π

2
+kπ,

3π

2
+kπ

)
的变号零点也是 f ′ (x) 的变号零点，于是 g (x) 在 (0,+∞) 上的所有零点都是 f (x) 的极值点.

这意味着 an ∈
(
π

2
+(n− 1)π,

3π

2
+(n− 1)π

)
(n= 1,2, · · · ). 又 g (nπ) = nπ > 0，因此 an ∈(

π

2
+(n− 1)π,nπ

)
(n= 1,2, · · · )，于是

π

2
< an+1 −an <

3

2
π，完成了左侧的证明。

再证明右侧，即证明 an+1 < an +π，而 an +π ∈ (
π

2
+nπ+(n+1)π)，故 an+1 < an +π 当且

仅当 g(an +π)> 0.

而 g(an +π) = an +π+ tan(an +π) = an +π+ tanan = π > 0. 于是完成了证明。

评：第（2）问如果直接对 f ′ (x) 继续求导，就会得到 f ′′ (x) = 2cosx− x sinx，再进一步求导
得到 f ′′′ (x) =−3 sinx−xcosx，可见直接多次求导只会让问题变得越来越复杂，如果对 f ′ (x)

简单做个处理：g (x) =
f ′ (x)

cosx
= tanx+x，这就容易分析多了。此外，结论的形式其实就是要证

tan (an+1 −an)< 0。

26.

27.（1）由 f(x) = x− aex = 0，有 a =
x

ex
. 设 g(x) =

x

ex
, 可得 g(x) 在 (−∞,1) 上单调递增，在

(1,+∞) 上单调递减，且当 x∈ (−∞,0] 时 g(x)⩽ 0，当 x∈ (0,+∞) 时 g(x)> 0。

设 a1 > a2 ∈ (0,e−1)，且 ξ1, ξ2, η1, η2 满足 a1 = g(ξ1) = g(ξ2),a2 = g(η1) = g(η2)，ξ1, η1 ∈

(0,1), ξ2, η2 ∈ (1,+∞).根据函数 g(x)的单调性可得 ξ1 >η1,ξ2 <η2，而 ξ1, η1 > 0，所以
ξ2

ξ1
<

η2

η1
.

故
x2

x1
随着 a 的减小而增大。

（2）由 x1 = aex1、x2 = aex2，得

{
lnx1 = lna+x1,

lnx2 = lna+x2.
, 故 x2 − x1 = lnx2 − lnx1 = ln

x2

x1
. 令

x2

x1
= t, t > 1,解得 x1 =

ln t
t− 1

,x2 =
t ln t
t− 1

.因此 x1+x2 =
(t+1) ln t

t− 1
.. 令 h(x) =

(x+1) lnx
x− 1

,x∈

(1,+∞),可以证明 h(x)在 (1,+∞)上单调递增。结合（1）可知，x1+x2 随着 t的增大而增大；
而 t 随着 a 的减小而增大，所以 x1 +x2 随着 a 的减小而增大。

28.

29.
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B 组

1.【2024“数海漫游一模”（网络联考）8】已知 2x −x2 =
2x+2y−2

y2
, 则

(A) x⩾ 0 (B) y > 0 (C) x < 2 (D) y ⩽ 2

2. 已知 O 为坐标原点, 函数 y = ex 与函数 y = kx+2 的图象有两个不同的交点 A,B,S∆AOB =

f(k), 求 f(k) 的最小值点.

3.【2022 粤港澳大湾区联考 22】设 a,b是不相等的正数,且 a+ lnb= b+ lna,证明：a+b+ lnab> 2.

4.【2010 浙江理 22】已知 a是给定的实常数, 设函数 f(x) = (x−a)2(x+ b)ex, b∈R,x= a是 f(x)

的一个极大值点.

(1) 求 b 的取值范围；

(2) 设 x1,x2,x3 是 f(x)的 3个极值点,问是否存在实数 b,可找到 x4 ∈R,使得 x1,x2,x3,x4

的某种排列 xi1 ,xi2 ,xi3 ,xi4 (其中 {i1, i2, i3, i4}= {1,2,3,4}) 依次成等差数列？若存在,
求所有的 b 及相应的 x4; 若不存在, 说明理由.

5.【2019 天津理 20】设函数 f(x) = ex cosx, g(x) 为 f(x) 的导函数.

(1) 当 x∈
[
π

4
,
π

2

]
时, 证明 f(x)+ g(x)

(
π

2
−x

)
⩾ 0；

(2) 设 xn 为函数 u(x) = f(x)− 1 在区间
(
2nπ+

π

4
,2nπ+

π

2

)
内的零点, 其中 n∈ N, 证明：

2nπ+
π

2
−xn <

e−2nπ

sinx0 − cosx0

1.8 变量关系 1



1.

2. 方法一：即求 |xA − xB | 的最小值, 设 A(x1, e
x1 ),B(x2, e

x2 ), 已知

{
ex1 = kx1 +2 (1)

ex2 = kx2 +2 (2)
, 设

t= x2 −x1.

(2)− (1) 得：ex1 =
kt

et − 1
, 将其带入 (1) 式得到：

kt

et − 1
= k ln

(
t

et − 1

)
+2 (∗)

设 p=
t

et − 1
∈ (0,1), 且 t 增大时,p 减小. 则由求 tmin 转化为求 pmax, 整理

整理 (∗) 得：

p− lnp= lnk+
2

k
= r

r 越小越好, 取最小值时,k = 2, 即为本题答案.

方法二：设 t1 = x1 − lnk, t2 = x2 − lnk, 则有

et1 = t1 +
2

k

et2 = t2 +
2

k

即 y =
2

k
交 y = ex − x 的图象有两个交点, 要使这两交点横坐标之差 |t1 − t2| = |x1 − x2| 最

小,k = 2 时取到最小.

3.

4.

5.
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杂 题

1.【2024 长郡二十校联考 8】设方程 2x · |log2 x|= 1 的两根为 x1,x2(x1 < x2), 则

(A) 0< x1 < 1,x2 > 2 (B) x1 >
1

x2
(C) 0< x1x2 < 1 (D) x1 +x2 > 3

2. 已知函数 f(x) =
ex

x2
,x1,x2(x1 < x2) 满足 f(x1) = f(x2) =m,x2 > 3x1, 求 m 的取值范围.

3. 已知函数 f(x) =
x2 +1

x lnx
, 证明 f(x) 恰有两个极值点 x1,x2, 并求 f(x1)+ f(x2) 的值.

4.【2022 武汉四调 22（2）】已知定义在
(
−

π

2
,+∞

)
函数 f(x) = (x−k) sinx.将 f(x)的所有极值

点按照从小到大的顺序排列构成数列 {xn}, 若 f(x1)+ f(x2) = 0, 求 k 的值.

5.【2026 郑州一模 19 节选】已知函数 f(x) = a lnx− 2x+2a.

（2）若 f(x) 有两个零点, 求实数 a 的取值范围；

（3）设 g(x) = ax− 2ex +2a, 若函数 y = f(x) 与 y = g(x) 共有 4 个不同的零点, 是否存在实数
a, 使这 4 个零点在调整顺序后成等差数列, 若存在, 求出 a 的值, 否则请说明理由.

6. 已知函数 f(x) =
ex

x2
−k

(
2

x
+ lnx

)
有三个极值点 x1,x2,x3, 且 x1 < x2 < x3.

（1）求实数 k 的取值范围；

（2）若 2 是 f(x) 的一个极大值点, 证明：
f(x3)− f(x1)

x3 −x1
<

k2

e
−k.

7.【2023 武汉二调 22】已知关于 x 的方程 ax− lnx= 0 有两个不相等的正实数根 x1,x2,x1 < x2.

(1) 求实数 a 的取值范围；

(2) 设 k 为常数, 当 a 变化时, 若 xk
1x2 有最小值 ee, 求常数 k 的值.

8.【2025 闵行一模 12】设集合 T = {(x,y)|x > 1, y ∈ R}, 集合 Ma = {(x,y)|y = (a lnx+
1

a
)2}, 若

存在 (x0, y0)∈Ma0 , 对属于 T 且不属于任意 Ma 的所有 (x,y) 都有 y−x⩽ y0−x0, 则 y0−x0

的取值范围是 (△)

9. 已知函数 f(x) = x(x− b)2, 若 b > 0, 直线 y = 1 与函数 f(x) 的图像有三个交点, 其坐标分别为
A(x1,1),B(x2,1),C(x3,1), 且 x1 < x2 < x3.

(1) 求 b 的取值范围；

(2) 若 x1,x2,x3 成等差数列, 求 b；

(3) 判断 x3 −x1 与 b 的大小关系.

10.【2025 武汉九调 19】已知函数 f(x) = (x2 −kx+1) lnx 在区间 (0,1) 和 (1,+∞) 各恰有一个零
点, 分别记为 x1 和 x2.

(1) 求实数 k 的取值范围；

(2) 记曲线 y = f(x) 在点 (x1,0) 处的切线与两坐标轴围成的三角形面积为 S, 求
S

x2 −x1
的

最大值；
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(3) 若函数 g(x) = f(x)−a 有三个零点 t1,t0,t2, 其中 t1 < t0 < t2, 证明：t2 − t1 ⩽ x2 −x1.

11. 已知函数 f(x) = ae−x − ln(x+1), a∈ R.

(1) 若函数 f(x) 存在两个极值点, 求 a 的取值范围；

(2) 若 m,n∈ R 满足 f(m) = f(n)+
1

e
> 0, 证明: |n−m|< 1.

12.【2023 武汉九调 22】已知函数 f(x) = (x2+mx+n)ex.若 m= a+ b+2,n= a2+ b2+2,且 f(x)

有两个极值点, 分别为 x1 和 x2(x1 < x2), 求
f(x2)− f(x1)

ex2 − ex1
的最小值.

13.【2026 湖南九校联考 19】设函数 f(x) = x3 −ax− b,x∈ R,a,b∈ R.

(1) 讨论函数 f(x) 的单调区间；

(2) 当 a= 2,b= 0 时, 函数 f(x) 的图象上有且仅有 2 个点到原点距离为 d, 求 d 的取值范围；

(3) 函数 f(x) 的图象上是否存在唯一的一组点 A1,A2, · · · ,An, 构成正 n 边形,n ∈ N∗ 且
n⩾ 3？若存在, 请求出所有满足条件的 n 以及对应 a 的值；若不存在, 请说明理由.
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