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1.7 含参数, 逻辑变量的函数问题
前一节的方法主要适用于需理清函数变化走势的题目, 这一方法同样适用于本节主讲的

部分问题.
相比于上一节的问题, 本节问题可等价变形的空间更大, 可用更为灵活的方式解决, 我们

也需要介绍另外的方法, 并指出其优势与劣势.

分离参数 这一方法将含有参数的不等式 fa(x) ⩾ 0 化简为 h(a) ⩾ φ(x) 或 h(a) ⩽ φ(x), 其
中 φ(x) 不含参数 a. 若 φ(x) 的单调性求解起来较为轻松, 走势较为清晰, 则可以考虑将此方
法继续下去.

例题 1.7.1. 已知函数 f(x) = ex cos 3x − ae3x cos x, 若 f(x) 在 (0, π
4
) 上没有零点, 求实数 a

的取值范围.

例题 1.7.2. 已知函数 f(x) = ex(2x− 1)− ax+ a(a < 1),若存在唯一整数 x0 使得 f(x0) < 0,
求 a 的取值范围.

分离参数的劣势如下：
（1）只有当原不等式能规约成 h(a) > φ(x) 形式时才可使用；
（2）如果存在不等式左右同时除以某函数 g(x) 的情况, 如此变形前需验证 g(x) 的零点

（如果有的话）并刨去. 最终得到的 φ(x) 可能是多段函数, 且每一步的讨论可能较为繁杂；
（3）得到的新函数可能不易求导；
（4）如果临界情况是未定义点的极限, 则需借助高等数学中求解极限的方法解决.

必要性探路 其构造多半基于：（1）修改简单放缩式的参数,（2）复合放缩式,（3）函数的多
项式展开, 其论证基于连续函数的保号性.

端点效应 这一方法主要考虑目标函数在区间端点处的各阶导数.
对于问题：若 fa(x) ⩾ 0 在 x ∈ [b,+∞) 上恒成立, 求解 a 的取值范围.
如果函数 fa(x) 满足 f (k)

a (b) = 0, k = 0, 1, · · · , n, f (n+1)
a (b) ̸= 0, 那么“f (n+1)

a (b) ⩾ 0”是
“fa(x) ⩾ 0 在 x ∈ [b,+∞) 上恒成立”的必要条件.

必须验证 f (n+1)
a (b) ⩾ 0 也是该命题的充分条件.

内点效应 若 fa(x) ⩾ 0 在 x ∈ [a, b] 上恒成立, 且 fa(c) = 0, c ∈ (a, b), 则“f ′
a(c) = 0”是

“fa(x) ⩾ 0 在 x ∈ [a, b] 上恒成立”的必要条件.

例题 1.7.3. 已知函数 g(x) = ex + sin x + cos x, 若 g(x) ⩾ 2 + ax 恒成立, 求 a.

注意：等价变形、换元、分类讨论等方法是基本功, 学生在掌握“通性通法”的前提下可
适当学习一些套路与技巧, 切忌舍本逐末.
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1.7 含参数, 逻辑变量的函数问题

习 题

A 组

1. 已知函数 f(x) = x2+2(x⩾ 0),g(x) = ae−x (a > 0), 点 P,Q 分别在函数 y = f(x) 与 y = g(x) 的
图象上,O 为坐标原点.

(1) 若关于 x 的方程 f(x)− g(x) = 0 在 [0,1] 上无解, 求实数 a 的取值范围；

(2) 证明：存在 P,Q 关于直线 y = x 对称；

(3) 若存在 P,Q 关于 y 轴对称, 求实数 a 的取值范围；

(4) 若存在 P,Q 满足 ∠POQ= 90◦, 求实数 a 的取值范围.

2. 若对任意 x⩾ 1, 有 x+2⩽ aex +
2x

aex
恒成立, 求实数 a 的取值范围.

3. 设函数 f(x) = (x+2 sinx)(2−x +1),x∈ (0,+∞), 证明或反驳：

(1) 函数 g(x) = f(x)−x 有且仅有一个零点；

(2) 函数 g(x) = f(x)−ax− b 有且仅有一个零点, 其中 a < 0, b > 0；

(3) 存在实数 m, 使得 |f(x)− 2x|⩽m 恒成立；

(4) 存在实数 a,b,m, 使得 |f(x)−ax− b|⩽m 恒成立.

4.【2019 全国 I 文 20】已知函数 f (x) = 2 sinx−xcosx−x，f ′ (x) 为 f (x) 的导函数.

(1) 证明：f ′ (x) 在区间 (0,π) 存在唯一零点；

(2) 若 x∈ [0,π] 时，f (x)⩾ ax，求 a 的取值范围.

5.【2011 新课标 I 卷 21】已知函数 f(x) =
lnx
x+1

+
1

x
.如果当 x> 0,且 x ̸= 1时,f(x)>

lnx
x− 1

+
k

x
,

求 k 的取值范围.

6.【2022 新高考 II 卷 22（2）】设函数 f(x) = xeax−ex,当 x> 0时,f(x)<−1,求 a的取值范围.

7.【2008 全国 II 卷 22】设函数 f(x) =
sinx

2+ cosx
. 对任意 x⩾ 0 都有 f(x)⩽ ax, 求 a 的取值范围.

8.【2011 浙江文 21】设函数 f(x) = a2 lnx−x2 +ax,a > 0.

(1) 求函数 f(x) 的单调区间；

(2) 求所有的实数 a, 使 e− 1⩽ f(x)⩽ e2 对 x∈ [1, e] 恒成立.

9.【2011 浙江理 22】设函数 f(x) = (x− a)2 lnx,a ∈ R. 求 a 取值范围, 使得对任意 x ∈ (0,3e], 恒
有 f(x)⩽ 4e2 成立.
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10. 当 x⩾ 0 时, 函数 g(x) = 2(ex −ax)−x2 −a2 ⩾ 0 恒成立, 求实数 a 的取值范围.

11.【2022 长郡十五校联考 22】ex−2(a+1)x+
3

2
⩾

1

2
x2+2(a+1)2 在 x∈ [0,+∞)恒成立,求 a的

取值范围.

12.【2023湖南师大附中月考一 22】已知函数 f(x)= (x−a)(ex+1), g(x)=ax lnx+x+
1

e2
,设 F (x)=

max(f(x), g(x)). 当 x > 0 时,F (x)⩾ 0, 求 a 的取值范围.

13.【2026 浙江强基联盟开学考 18】

(1) 证明：当 x⩾ 0 时, 有 sinx− sin3x⩾−2x；

(2) 若对任意 x⩾ 0, 都有 | sinx− sin3x|⩽ ax 成立, 求实数 a 的取值范围.

14. 已知函数 f(x) = eax sinx, 当 x⩽
π

2
时,f(x)⩾ x 恒成立, 求正实数 a 的取值范围.

15.【2008 湖南理 21】已知函数 f(x) = ln2(1+x)−
x2

1+x
.

(1) 求函数 f(x) 的单调区间；

(2) 若不等式 (1+
1

n
)n+α ⩽ e 对任意的 n∈ N∗ 都成立, 求 α 的最大值.

16.【2014 北京 18 加强】

(1) 当 0⩽ x⩽ π 时, 若 m(π−x)⩽ 1, 求 m 的取值范围；

(2) 设集合 S = {x | sinx⩽ πx(π−x)}, 证明：
[
0,

π

2

]
⊆ S 当且仅当

[
π

2
,π

]
⊆ S ；

(3) 若不等式 ax(π−x)⩽ sinx⩽ bx(π−x) 对于任意 0⩽ x⩽ π 恒成立, 求实数 a 的最大值与
实数 b 的最小值.

17.【2023 全国甲卷理 21】已知函数 f(x) = ax−
sinx
cos3 x

,x ∈
(
0,

π

2

)
, 若 f(x)< sin2x, 求 a 的取值

范围.

18.【2023 杭州一模 22】已知函数 f(x) = ex −
a

x
(a∈ R).

(1) 讨论函数 f(x) 零点个数；

(2) 若 |f(x)|> a lnx−a 恒成立, 求 a 的取值范围

19. 已知函数 f(x) = ax−1− loga x, a > 1.若关于 x的不等式 f(x)< 1的解集为集合 B ⊆ (
1

a
,a),求

a 的取值范围.

20.【2025 浙江学考 21】已知函数 f(x) =
sinx− 1

cosx− 2
, g(x) =

acosx+2

sinx+1
,a∈ R

(1) 若 g(x) 的最小值为 0, 求 a 的值；

(2) 若对任意 x∈ [0,
π

3
], 存在 x0 ∈ [−

π

3
,
π

3
], 使得 f(x)⩾ g(x0) 恒成立, 求 a 的取值范围.

21. 已知函数 f(x) = (m+1) sinx−xcosx,x∈ [0,π].

(1) 若 f(x) 存在唯一的极值且为极小值, 求 m 的取值范围；

(2) 设 n∈ R, 若存在 m∈ (−∞,0) 使得 m⩽
√
2(f(x)−n) 对 x∈ [0,π] 恒成立, 求 n 的最大

值.
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22.【2025 新高考 I 卷 19】

(1) 求函数 f(x) = 5cosx− cos5x 在区间 [0,
π

4
] 的最大值；

(2) 给定 θ ∈ (0,π) 和 a∈ R, 证明：存在 y ∈ [a− θ,a+ θ] 使得 cosy ⩽ cosθ；

(3) 设 b∈ R, 若存在 φ∈ R 使得 5cosx− cos(5x+φ)⩽ b 对 x∈ R 恒成立, 求 b 的最小值.
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1.

2.

3.

4.
f ′ (x) = cosx+x sinx− 1,

令 g (x) = cosx+x sinx− 1，则

g′ (x) = xcosx.

x∈
(
0,

π

2

)
时，g′ (x)> 0，g (x)单调递增；x∈

(
π

2
,π

)
时，g′ (x)< 0，g (x)单调递减，又 g (0)= 0，

g

(
π

2

)
=

π

2
−1> 0，g (π) =−2< 0，因此 g (x)在 (0,π)上存在唯一零点，即 f ′ (x)在区间 (0,π)

存在唯一零点.

问直接考虑两个端点：f (0) = 0，暂时看不出对 a有什么限制；f (π) = 0，那么 aπ ⩽ 0，即 a⩽ 0，
之后利用 (1) 问结论进一步分析即可得到最终结论：

f (π) = 0⩾ aπ ⇒ a⩽ 0.

由 (1)问过程可知，f ′ (x)在 (0,π)上存在唯一零点 x0，且在 (0,x0)上 f ′ (x)> 0，在 (x0,π)上
f ′ (x)< 0，因此 f (x) 在 (0,x0) 上单调递增，在 (x0,π) 上单调递减.

又 f (0) = 0，f (π) = 0，即在 [0,π] 上 f (x)⩾ 0，因此 a⩽ 0 时，f (x)⩾ ax 在 [0,π] 上恒成立.

综上，a∈ (−∞,0].

5. 可知

f(x)−
( lnx
x− 1

+
k

x

)
=

1

1−x2

(
2 lnx+

(k− 1)(x2 − 1)

x

)
考虑函数 h(x) = 2 lnx+

(k− 1)(x2 − 1)

x
（x > 0）, 则

h′(x) =
(k− 1)(x2 +1)+2x

x2

（i）设 k ⩽ 0．由 h′(x) =
k(x2 +1)− (x− 1)2

x2
知, 当 x ̸= 1 时,h′(x)< 0．而 h(1) = 0, 故

当 x∈ (0,1)时,h(x)> 0,可得
1

1−x2
h(x)> 0；当 x∈ (1,+∞)时,h(x)< 0,可得

1

1−x2
h(x)> 0．

从而当 x > 0 且 x ̸= 1 时,f(x)−
( lnx
x− 1

+
k

x

)
> 0, 即 f(x)>

lnx
x− 1

+
k

x
．

（ii）设 0< k < 1．由于当 x∈
(
1,

1

1−k

)
时,(k−1)(x2+1)+2x > 0, 故 h′(x)> 0．而 h(1) = 0,

故当 x∈
(
1,

1

1−k

)
时,h(x)> 0, 可得

1

1−x2
h(x)< 0．与题设矛盾．

（iii）设 k⩾ 1．此时 h′(x)> 0,而 h(1) = 0,当 x∈ (1,+∞)时,h(x)> 0,可得
1

1−x2
h(x)< 0．与

题设矛盾．
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综合得 k 的取值范围为 (−∞,0]．

6. 对 f(x)求导得到 f ′ (x)= (1+ax)eax−ex = eax
[
1+ax− e(1−a)x

]
．令 g (x)= 1+ax−e(1−a)x，

则 g′ (x) = a− (1−a)e(1−a)x．

若 a⩽
1

2
，则 1−a> 0，于是当 x∈ (0,+∞)时，e(1−a)x > 1，故 g′ (x)< 2a−1⩽ 0，因此 g (x)

在 (0,+∞)上单调递减，g (x)< g (0) = 0，从而 f ′ (x)< 0，f (x)在 (0,+∞)上单调递减，所以
f (x)< f (0) =−1，满足题意。

若
1

2
< a < 1，则 1− a > 0，

a

1−a
> 1，当 x ∈

(
0,

1

1−a
ln

a

1−a

)
时，g′ (x) > 0，g (x) 在(

0,
1

1−a
ln

a

1−a

)
上单调递增，故 g (x)>g (0)= 0，所以 f ′ (x)> 0，f (x)在

(
0,

1

1−a
ln

a

1−a

)
上单调递增．在该区间上有 f (x)> f (0) =−1．

若 a⩾ 1，则 f (1) = ea − e⩾ 0>−1．不符题意。

综上，a 的取值范围是
(
−∞,

1

2

]
．

7. 令 g (x) = ax− f (x)，则

g′ (x) = a−
2cosx+1

(2+ cosx)2
= a−

2

2+ cosx
+

3

(2+ cosx)2
= 3

(
1

2+ cosx
−

1

3

)2

+a−
1

3
.

当 a⩾
1

3
时，g′ (x)⩾ 0．又 g (0) = 0，所以当 x⩾ 0，g (x)⩾ g (0) = 0，即 f (x)⩽ ax．

当 0< a<
1

3
时，由于 g′(x) 在 (0,π) 上单调递增，当 g′(π)> 0 时，g′(x) 在 (0,π) 上存在唯一

的零点 x0，且在 (0,x0) 上 g′(x)< 0，在 (x0,π) 上 g′(x)> 0，所以 g(x) 在 (0,x0) 上单调递减，
在 (x0,π) 上单调递增，故 g(x0)< g(0) = 0，不符题意。当 g′(π)⩽ 0 时，g′(x) 在 (0,π) 上取负
值，于是 g(x) 在 (0,π) 上单调递减，有 g(π)< g(0) = 0，不符题意。

综上：a⩾
1

3
.

附：另一种证明 0< a<
1

3
不符题意的方法：令 h (x) = sinx−3ax，则 h′ (x) = cosx−3a．故当

x∈ [0,arccos3a) 时，h′ (x)> 0．因此 h (x) 在 [0,arccos3a) 上单调增加，故当 x∈ (0,arccos3a)
时，h (x)> h (0) = 0，即 sinx > 3ax. 于是，当 x∈ (0,arccos3a) 时，

f (x) =
sinx

2+ cosx
>

sinx
3

> ax.

不符题意。

8.（1）因为 f (x) = a2 lnx−x2 +ax，其中 x > 0，所以 f ′ (x) =
a2

x
− 2x+a=−

(x−a) (2x+a)

x
．

由于 a > 0，所以 f (x) 的增区间为 (0,a)，减区间为 (a,+∞)．

（2）由题意得，f (1) = a− 1⩾ e−1，即 a⩾ e．

由（1）知 f (x) 在 [1,e] 单调递增，

要使 e−1 ⩽ f (x)⩽ e2 对 x∈ [1,e] 恒成立，

只要

{
f (1) = a− 1⩾ e−1,

f (e) = a2 − e2 +ae⩽ e2,
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解得 a= e．

9. 当 0< x⩽ 1 时，对于任意的实数 a，恒有 f (x)⩽ 0< 4e2 成立．

当 1<x⩽ 3e时，若 a⩽ 0，则 f(x)在 (1,3e]上单调递增，而 f (3e)= (3e−a)2 ln (3e)> 9e2 ln(3e)>
4e2，不符题意．于是考虑 a > 0 的情况。由题意，首先有 f (3e) = (3e−a)2 ln (3e)⩽ 4e2，解得
3e−

2e√
ln (3e)

⩽ a⩽ 3e+
2e√
ln (3e)

．

而 f ′ (x)= (x−a)

(
2 lnx+1−

a

x

)
，令 h (x)=2 lnx+1−

a

x
，则 h (1)=1−a< 0，h (a)=2 lna> 0，

而 h (x) 在 (0,+∞) 内单调递增，所以函数 h (x) 在 (0,+∞) 内有唯一零点，记此零点为 x0，
1< x0 < a，于是 f(x) 在 (1,x0) 上单调递增，在 (x0,a) 上单调递减，在 (a,+∞) 上单调递增，
而 h(3e) = 2 ln(3e) + 1−

a

3e
< 2 ln(3e) + 1 < 3e，所以 x0 < 3e，f(x) 在 (1,3e] 上的最大值为

max{f(x0), f(3e)}

对于 f(3e) ⩽ 4e2，解得 3e−
2e√
ln (3e)

⩽ a ⩽ 3e+
2e√
ln (3e)

，下求解 f(x0) ⩽ 3e, 已知 x0 满足

2x0 lnx0+x0 = a，于是 f(x0) = (x0−a)2 lnx0 = 4x2
0(lnx0)

3，而函数 x2 ln3 x 在 [1,+∞) 内单
调递增，于是解 f(x0)⩽ 4e2 得到 1< x0 ⩽ e，故 a= 2x0 lnx0 +x0 ∈ (1,3e]。

综上所述，a 的取值范围是 3e−
2e√
ln (3e)

⩽ a⩽ 3e．

新答案（来源：341-360 必要性探路同构与拟合.md）：

(1)

f ′ (x) = 2(x−a) lnx+
(x−a)2

x
= (x−a)

(
2 lnx−

a

x
+1

)
.

依题意 f ′ (e) = 0，即 (e−a)

(
3−

a

e

)
= 0，解得 a= e 或 a= 3e.

经检验，a= e,a= 3e 均满足题意，因此 a= e 或 a= 3e.

(2) 问首先可以看成是一个端点效应题目，因此 f (3e) ⩽ 4e2，这样可以初步得到 a 的范围，
借助（1）问提示，f (e)⩽ 4e2，这样进一步缩小了 a 的范围，之后论述其充分性即可：

f (3e)⩽ 4e2, (3e−a)2 ln3e⩽ 4e2,

解得 3e−
2e

√
ln3e

⩽ a⩽ 3e+
2e

√
ln3e

.

f (e)⩽ 4e2, (e−a)2 ⩽ 4e2,

解得 −e⩽ a⩽ 3e.

于是 3e−
2e

√
ln3e

⩽ a⩽ 3e.

令 g (x) = 2 lnx−
a

x
+1，显然 g (x)在 (0,+∞)上单调递增，又 g (1) = 1−a< 0，g (a) =

2 lna > 0，因此 g (x) 在 (1,a) 上有唯一零点 x0，且 0<x< x0 时，g (x)< 0；x> x0 时，
g (x)> 0，对 f ′ (x) , f (x) 列表如下：

x (0,x0) x0 (x0,a) a (a,+∞)

f ′ (x) + 0 − 0 +

f (x) ↗ 极大值 ↘ 极小值 ↗
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由表可知，f (x0)⩽ 4e2，f (3e)⩽ 4e2 时满足题意，f (3e)⩽ 4e2 已论证，只需考虑 f (x0)⩽
4e2.

g (x0) = 0⇒ a= 2x0 lnx0 +x0，f (x0) = 4x2
0 ln

3 x0.

2x lnx+x 在 (1,+∞) 上随 x 增大而增大，a= 2x0 lnx0+x0 ⩽ 3e，x0 > 1⇒ 1< x0 ⩽ e.

又 4x2 ln3 x 在 (1,+∞) 上随 x 增大而增大，因此 f (x0)⩽ 4e2.

综上，3e−
2e

√
ln3e

⩽ a⩽ 3e.

10.

11.

12.

13.

14.

15. 函数 f (x) 的定义域是 (−1,+∞)。

f ′ (x) =
2 ln (1+x)

1+x
−

x2 +2x

(1+x)2
=

2(1+x) ln (1+x)−x2 − 2x

(1+x)2
.

设 g (x) = 2(1+x) ln (1+x)−x2 − 2x，则 g′ (x) = 2 ln (1+x)− 2x。

令 h (x) = 2 ln (1+x)− 2x，则 h′ (x) =
2

1+x
− 2 =

−2x

1+x
。

当 −1< x< 0 时，h′ (x)> 0，h (x) 在 (−1,0) 上为增函数，

当 x > 0 时，h′ (x)< 0，h (x) 在 (0,+∞) 上为减函数。

所以 h (x)在 x=0处取得极大值，而 h (0) = 0，所以 g′ (x)< 0(x ̸= 0)，函数 g (x)在 (−1,+∞)

上为减函数。

于是当 −1< x< 0 时，g (x)> g (0) = 0，当 x > 0 时，g (x)< g (0) = 0。

所以，当 −1< x< 0 时，f ′ (x)> 0，f (x) 在 (−1,0) 上为增函数，

当 x > 0 时，f ′ (x)< 0，f (x) 在 (0,+∞) 上为减函数。

故函数 f (x) 的单调递增区间为 (−1,0)，单调递减区间为 (0,+∞)。

不等式
(
1+

1

n

)n+α

⩽ e 等价于不等式 (n+α) ln
(
1+

1

n

)
⩽ 1。

由 1+
1

n
> 1 知，α⩽

1

ln
(
1+ 1

n

) −n。

设 G (x) =
1

ln (1+x)
−

1

x
，x∈ (0,1]，则

G′ (x) =−
1

(1+x) ln2 (1+x)
+

1

x2
=

(1+x) ln2 (1+x)−x2

x2 (1+x) ln2 (1+x)
.

由（1）知，ln2 (1+x)−
x2

1+x
⩽ 0，即 (1+x) ln2 (1+x)−x2 ⩽ 0。

所以 G′ (x)< 0，x∈ (0,1]，于是 G (x) 在 (0,1] 上为减函数。
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故函数 G (x) 在 (0,1] 上的最小值为 G (1) =
1

ln2
− 1。

所以 α 的最大值为
1

ln2
− 1。

【解题思路】解第（1）问时，要求函数 f (x)的单调区间，即要确定导函数 y= f ′ (x)的符号。如
果 y = f ′ (x) 的符号不能直接判定，就取不能直接判定符号的部分构造新的函数，再利用导数的
相关知识解决问题。

具体来说，首先求出 f ′ (x)=
2(1+x) ln (1+x)−x2 − 2x

(1+x)2
，然后构造新函数，即 g (x)=2(1+x) ln (1+x)−

x2 − 2x，则 h (x) = g′ (x) = 2 ln (1+x)− 2x。再分区间 (−1,0)，(0,+∞) 判断 h (x) 的单调性，
从而确定函数 g (x)在 (−1,+∞)上为减函数。最后，分区间 (−1,0)，(0,+∞)说明 f ′ (x)的符
号，求出函数 f (x) 的单调区间。

解第（2）问时，由对数函数 y= lnx的性质可知，所证不等式等价于不等式 α⩽
1

ln
(
1+ 1

n

) −n，

再将问题转化为求函数 G (x) =
1

ln (1+x)
−

1

x
在区间 (0,1]上的最小值。由（1）知，函数 G (x)

在区间 (0,1] 上为减函数，从而得到 G (x) 在区间 (0,1] 上的最小值，亦即 α 的最大值为 G (1)。

【实测数据】本题难度为 0.078，区分度为 0.589。

分段得分（单位：分）人数百分比：

�� 0∼ 2 3∼ 4 5∼ 6 7∼ 8 9∼ 10 11∼ 13

����� 88.7% 7.6% 2.2% 1.2% 0.2% 0.1%

【易错警示】考生解答本题的主要问题有：

（1）相关基础知识不熟练。

� 不会求函数的定义域。如将 f (x) 的定义域错写为 (−∞,+∞)。

�直接对数列求导数，如：由 f (n) =
1

ln
(
1+ 1

n

) −n (n∈ N∗)，得 f ′ (n) =−
1

(1+n) ln2 (1+n)
+

1

n2
。

（2）计算能力较差。

如出现下列错误：

�f ′ (x) =
2 ln (1+x)

1+x
−

x2 +2x

(1+x)2
=

2(x+1) [ln (1+x)−x]

(1+x)2
。

�(n+2) ln
(
1+

1

n

)
⩽ 1⇒ 2⩽ ln

(
1+

1

n

)
−n。

（3）思维不严密。有些考生直接引用既不是定理、定义、公理而又未加证明的相关结论。

16.

17. 设 g(x) = f(x)− sin2x，对 g(x) 求导得到

g′ (x) = a−
cos4 x+3 sin2 xcos2 x

cos6 x
− 2cos2x= a−

3− 2cos2 x
cos4 x

− 2
(
2cos2 x− 1

)
.

令 h (t) = a−
3− 2t

t2
−4t+2，其中 t∈ (0,1)．则 g′ (x) = h

(
cos2 x

)
．可知 h′ (t) =−4−

2

t2
+

6

t3
=

−
6− 2t− 4t3

t3
，在 (0,1) 上取正值，于是 h (t) 在 (0,1) 单调递增．因此，h (t)< h (1) = a− 3．
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（i）若 a−3⩽ 0 即 a⩽ 3，则 g′ (x) = h
(
cos2 x

)
< a−3⩽ 0 恒成立，所以 g (x) 在

(
0,

π

2

)
单调

递减，故 g (x)< g (0) = 0，即 f (x)< sin2x，符合题意.

（ii）若 a > 3，则 h (1) = a− 3> 0，而

h(t) = a−
3− 2t

t2
− 4t+2< a−

1

t2
+2= φ(t)

于是 h(
1

√
a+2

)<φ(
1

√
a+2

) = 0，所以存在 t0 ∈
[

1
√
a+2

,1

]
使得 h (t0) = 0．取 x0 ∈

(
0,

π

2

)
使得 cos2 x0 = t0，则当 t∈ (t0,1) 时，h (t)> 0，从而当 x∈ (0,x0) 时，g′ (x) = h

(
cos2 x

)
< 0．

所以 g (x) 在 (0,x0) 单调递增，故 g (x0)> g (0) = 0，即 f (x0)> sin2x0，不符合题意.

综上，a 的取值范围是 (−∞,3]．

18.

19.

20. 10. 解法 1：由题设得，存在 x0 ∈
[
−

π

3
,
π

3

]
，f (x)min ⩾ g (x0) 成立．

因为 y = 1− sinx，y =
1

2− cosx
均在

[
0,

π

3

]
单调递减．

任取 x1,x2 ∈
[
0,

π

3

]
，x1 < x2，则 1− sinx1 > 1− sinx2 > 0，

1

2− cosx1
>

1

2− cosx2
> 0，

所以
1− sinx1

2− cosx1
>

1− sinx2

2− cosx2
，即

sinx1 − 1

cosx1 − 2
>

sinx2 − 1

cosx2 − 2
，所以 f (x)在

[
0,

π

3

]
单调递减，所以

x∈
[
0,

π

3

]
时，f (x)min = f

(
π

3

)
=

2−
√
3

3
．

所以存在 x0 ∈
[
−

π

3
,
π

3

]
，g (x0) =

acosx0 +2

sinx0 +1
⩽

2−
√
3

3
．

g (x0) =
a
(
cos2 x0

2
− sin2 x0

2

)
+2

(
sin2 x0

2
+ cos2 x0

2

)
2 sin x0

2
cos x0

2
+
(
sin2 x0

2
+ cos2 x0

2

) =
(2−a) tan2 x0

2
+a+2

2 tan x0
2

+ tan2 x0
2

+1

令 t= tan
x0

2
，t∈

[
−

√
3

3
,

√
3

3

]
，

则 g (x0) =
(2−a) t2 +a+2

t2 +2t+1
=

4

(t+1)2
+2(a− 2) ·

1

t+1
+2−a．

令 m=
1

t+1
，m∈

[
3−

√
3

2
,
3+

√
3

2

]
，则 g (x0) = h (m) = 4m2 +2(a− 2)m+2−a．

� 当
2−a

4
<

3−
√
3

2
，即 a > 2

√
3− 4 时，h (m)min = 8− 4

√
3+

(
2−

√
3
)
a ⩽

2−
√
3

3
，解得

a⩽−
11

3
，这与 a > 2

√
3− 4 矛盾；

� 当
2−a

4
>

3+
√
3

2
，即 a <−4−2

√
3 时，h (m)min = 8+4

√
3+

(
2+

√
3
)
a⩽

2−
√
3

3
，解得

a⩽
−5− 4

√
3

3
，所以 a <−4− 2

√
3；
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� 当 −4−2
√
3⩽ a⩽−4+2

√
3 时，h (m)min = 1−

a2

4
⩽

2−
√
3

3
，解得 a⩽−

2

3

√
3+3

√
3，所

以 −4− 2
√
3⩽ a⩽−

2

3

√
3+3

√
3．综上，a⩽−

2

3

√
3+3

√
3．

解法 2：因为 x∈
[
−

π

3
,
π

3

]
，cosx > 0，所以 g (x) =

acosx+2

sinx+1
=

a+2
√

1+ tan2 x

tanx+
√

1+ tan2 x
，

设 t= tanx+
√

1+ tan2 x，当 x∈
[
0,

π

3

]
时，t= tanx+

√
1+ tan2 x为增函数，t∈

[
1,2+

√
3
]
；

当 x∈
[
−

π

3
,0

]
时，t=

1√
1+ tan2 x− tanx

为增函数，t∈
[
2−

√
3,1

]
；

所以 t∈
[
2−

√
3,2+

√
3
]
．由 t= tanx+

√
1+ tan2 x，得 tanx=

t2 − 1

2t
．

设 m=
1

t
，h (m) =m2 +am+1，m∈

[
2−

√
3,2+

√
3
]
．

� 当 −
a

2
⩽ 2−

√
3，即 a⩾−4+2

√
3 时，h (m) 在

[
2−

√
3,2+

√
3
]
单调递增．

所以 h (m)min = h
(
2−

√
3
)
=
(
2−

√
3
)2

+a
(
2−

√
3
)
+1⩽

2−
√
3

3
．

解得 a⩽−
11

3
与 a⩾−4+2

√
3 矛盾．

� 当 −
a

2
⩾ 2+

√
3，即 a⩽−4− 2

√
3 时，h (m) 在

[
2−

√
3,2+

√
3
]
单调递减．

所以 h (m)min = h
(
2+

√
3
)
=
(
2+

√
3
)2

+a
(
2+

√
3
)
+1⩽

2−
√
3

3
．

解得 a⩽
−5− 4

√
3

3
，所以 a⩽−4− 2

√
3．

�当 −4−2
√
3⩽ a⩽−4+2

√
3时，h (m)min = h

(
−

a

2

)
=

a2

4
+a

(
−

a

2

)
+1=

4−a2

4
⩽

2−
√
3

3
．

解得 a⩽−
2

3

√
3+3

√
3，所以 −4− 2

√
3⩽ a⩽−

2

3

√
3+3

√
3．综上 a⩽−

2

3

√
3+3

√
3．

解法 3：记函数 p (x) = 1− sinx，q (x) = 2− cosx，则在
[
0,

π

3

]
上，p (x)单调递减且恒正，q (x)

单调递增且恒正，于是 f (x) =
p (x)

q (x)
在

[
0,

π

3

]
单调递减，因此 f (x) 在

[
0,

π

3

]
上的最小值

m= f

(
π

3

)
=

2−
√
3

3
∈ (0,0.1)．

故对任意 x∈
[
0,

π

3

]
，存在 x0 ∈

[
−

π

3
,
π

3

]
，都有 f (x)⩾ g (x0)成立转化为，存在 x0 ∈

[
−

π

3
,
π

3

]
，

m⩾ g (x0)，

即
acosx0 +2

sinx0 +1
⩽m，亦即 acosx0 −m sinx0 ⩽m− 2．

设点 A (a,−m)，P (cosx, sinx)
(
x∈

[
−

π

3
,
π

3

])
，则存在点 P0 (cosx0, sinx0)，使得

#    »
OA · #    »

OP ⩽
m− 2．

因 #    »
OA · #    »

OP ⩾ −
∣∣ #    »
OA

∣∣ · ∣∣ #    »
OP

∣∣ = −
∣∣ #    »
OA

∣∣ = −
√

a2 +m2，故 −
√

a2 +m2 ⩽ m− 2，解得 a ⩽
−2

√
1−m 或 a⩾ 2

√
1−m．
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当 a⩽−2
√
1−m

(
⩽

√
3

3
m

)
时， #      »

OP0 与
#    »
OA 反向共线时，符合题意；

当 a⩾ 2
√
1−m (> 1) 时，对任意点 P，都有 #    »

OA · #    »
OP > 0，不合题意．所以 a⩽−2

√
1+

√
3

3
．

解法 4：当 x∈
[
0,

π

3

]
时，设 f (x) 的最小值为 m，则有

acosx0 +2

sinx0 +1
⩽m，

即当 x0 ∈
[
−

π

3
,
π

3

]
时，a⩽

m sinx0 +m− 2

cosx0
，令 h (x)=

m sinx+m− 2

cosx
，则 h′ (x)=

m+(m− 2) sinx
cos2 x

，

由 h′ (xi)=0解得 sinx1 =
m

2−m
，所以当 x0 ∈

[
−

π

3
,
π

3

]
时，h (x0)max =max

{
h

(
−

π

3

)
,h (x1) ,h

(
π

3

)}
，

得

h (x)max = h (x1) =−2
√
1−m�

因为 m=
2−

√
3

3
，所以 a⩽−2

√
1+

√
3

3
．

解法 5：如图，当 x∈
[
0,

π

3

]
时，设 f (x) 的最小值为 m，则有

acosx0 +2

sinx0 +1
⩽m,

即当 x0 ∈
[
−

π

3
,
π

3

]
时，a⩽

m sinx0 +m− 2

cosx0
．设 k=

m sinx+m− 2

cosx
，令 sinx= s，cosx= t，

当 x∈
[
−

π

3
,
π

3

]
时，

k

m
=

s− 2−m
m

t− 0
，通过数形结合可得

k

m
⩽

2
√
1−m

m
,

因为 m=
2−

√
3

3
，所以 kmax =−2

√
1−m，所以 a⩽−2

√
1+

√
3

3
．

21.

22. 12.（1）思路 1：f ′ (x) = 5(sin5x− sinx)．当 0<x<
π

6
时，x< 5x< π−x，故 f ′ (x)> 0，f (x)

在区间
(
0,

π

6

)
单调递增；当

π

6
< x<

π

4
时，

π

2
< π−x < 5x <

3

2
π，故 f ′ (x)< 0，f (x) 在区

间
(
π

6
,
π

4

)
单调递减．

因此 f (x) 在区间
[
0,

π

4

]
的最大值为 f

(
π

6

)
= 3

√
3．

思路 2：由于
cos5x= cos2xcos3x− sin2x sin3x

= cos2x (cos2xcosx− sin2x sinx)− sin2x (sin2xcosx+ cos2x sinx)
=
(
2cos2 x− 1

)2
cosx− 2

(
2cos2 x− 1

)
sin2 x sinx− cosx sin2 2x

=
(
2cos2 x− 1

)2
cosx− 4cosx

(
2cos2 x− 1

)(
1− cos2 x

)
− 4cos3 x

(
1− cos2 x

)
= 16cos5 x− 20cos3 x+5cosx.

则 f (x) = −16cos5 x+20cos3 x，设 t = cosx，g (t) = −16t5 +20t3，则当 x ∈
[
0,

π

4

]
时，t ∈[√

2

2
,1

]
．
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而 g′ (t)=−80t4+60t2 =80t2
(
3

4
− t2

)
，故 g (t)在区间

(√
2

2
,

√
3

2

)
单调递增，在区间

(√
3

2
,1

)
单调递减，因此 g (t) 在区间

[√
2

2
,1

]
上的最大值为 g

(√
3

2

)
= 3

√
3，即 f (x) 在区间

[
0,

π

4

]
的最大值为 f

(
π

6

)
= 3

√
3．

（2）思路 1：因为余弦函数以 2π 为周期，所以不妨设 a∈ [0,2π)．

若 0⩽ a⩽ π− θ，则取 y = a+ θ，有 cosy = cos (a+ θ)⩽ cosθ；

若 π− θ < a < π+ θ，则取 y = π，有 cosy =−1< cosθ；

若 π+ θ ⩽ a < 2π，则取 y = a− θ，有 cosy = cos (a− θ)< cos (2π− θ) = cosθ．

综上，给定 θ ∈ (0,π) 和 a∈ R，存在 y ∈ [a− θ,a+ θ] 使得 cosy ⩽ cosθ．

思路 2：因为余弦函数以 2π 为周期，所以不妨设 a∈ (−π,π]．

如果对实数 a，存在 y ∈ [a− θ,a+ θ] 使得 cosy ⩽ cosθ，那么对 a′ =−a，可取 y′ =−y，这时
y′ ∈ [−a− θ,−a+ θ] 且 cosy′ = cosy ⩽ cosθ．因此只需考虑 a∈ [0,π] 的情况．

若 0⩽ a⩽ π− θ，则取 y = a+ θ，有 cosy = cos (a+ θ)⩽ cosθ；

若 π− θ < a⩽ π，则取 y = π，有 cosy =−1< cosθ．

综上，给定 θ ∈ (0,π) 和 a∈ R，存在 y ∈ [a− θ,a+ θ]，使得 cosy ⩽ cosθ．

思路 3：当 y ∈ [a− θ,a+ θ]时，点 (cosy, siny)的轨迹是平面直角坐标系中单位圆上一段长度为
2θ 的弧 Γ1，而单位圆上横坐标小于等于 cosθ 的部分是一段长度为 2π− 2θ 的弧 Γ2．由于 Γ1

与 Γ2 长度的总和等于单位圆的周长，且两者的端点都可以取到（即都是闭的），所以两段弧的
交集非空，即给定 θ ∈ (0,π) 和 a∈ R，存在 y ∈ [a− θ,a+ θ]，使得 cosy ⩽ cosθ．

思路 4：因为余弦函数以 2π 为周期，所以不妨设 a∈ (−π,π]．

注意 cosθ−cosy=2 sin
y+ θ

2
sin

y− θ

2
．使用反证法，假设结论不成立，则对任意 y∈ [a− θ,a+ θ]，

均有 sin
y+ θ

2
sin

y− θ

2
< 0，这蕴含着 sin

y+ θ

2
与 sin

y− θ

2
均不能取到 0．

由于当 y = a 时，−π <
a− θ

2
<

a+ θ

2
< π，且 sin

a+ θ

2
sin

a− θ

2
< 0，故必有 −π <

a− θ

2
< 0，

0<
a+ θ

2
<π，结合正弦函数的连续性及 sin (−π) = sin0 = sinπ = 0 知，当 y ∈ [a− θ,a+ θ] 时，

恒有 −π <
y− θ

2
< 0，0<

y+ θ

2
<π．因此

(a+ θ)− θ

2
< 0<

(a− θ)+ θ

2
，矛盾！因此假设不成

立，即给定 θ ∈ (0,π) 和 a∈ R，存在 y ∈ [a− θ,a+ θ]，使得 cosy ⩽ cosθ．

思路 5：因为余弦函数以 2π 为周期，所以不妨设 a∈ [0,2π)．

（�）若 θ ∈ [a− θ,a+ θ]，即 0⩽ a⩽ 2θ，则存在 y = θ ∈ [a− θ,a+ θ] 使得 cosy = cosθ．

（�）若 2θ < a < 2π，则 2π− θ > a− θ．

� 若 2π− θ ⩽ a+ θ，即 a⩾ 2π− 2θ，取 y = 2π− θ，此时 y ∈ [a− θ,a+ θ]，且 cosy = cosθ；

� 若 2θ < a⩽ 2π− 2θ，由 θ ∈ (0,π) 及 2θ < 2π− 2θ 得 0< θ <
π

2
，cosθ > 0．

（反证法）若对任意 y ∈ [a− θ,a+ θ]，cosy > cosθ，则
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cos (a− θ)> cosθ，即 cosacosθ+ sina sinθ > cosθ．

cos (a+ θ)> cosθ，即 cosacosθ− sina sinθ > cosθ．

将两个不等式相加，得 cosacosθ > cosθ，即 (cosa− 1)cosθ > 0，得 cosa− 1> 0，矛盾！

因此存在 y ∈ [a− θ,a+ θ]，使得 cosy ⩽ cosθ．

综合 ��，对任意 a∈ R，存在 y ∈ [a− θ,a+ θ]，使得 cosy ⩽ cosθ．

（3）思路 1：由（1）知当 x∈
[
0,

π

4

]
时 f (x)⩽ 3

√
3．当 x∈

(
π

4
,π

]
时，f (x)< 5cos

π

4
−(−1)< 3

√
3．

又 f (x)是周期为 2π 的偶函数，故 f (x)⩽ 3
√
3对 x∈R恒成立．所以当 b⩾ 3

√
3时，存在 φ=0

使得 5cosx− cos (5x+φ)⩽ b 对 x∈ R 恒成立．

当 b < 3
√
3 时，令 θ =

5π

6
，由（2）知对任意 φ，存在 y ∈

[
φ−

5π

6
,φ+

5π

6

]
使得

cosy ⩽ cos
5π

6
=−

√
3

2
.

令 x=
y−φ

5
，则 x∈

[
−

π

6
,
π

6

]
，故

5cosx− cos (5x+φ) = 5cosx− cosy ⩾ 5 ·
√
3

2
−
(
−

√
3

2

)
= 3

√
3> b.

因此 b < 3
√
3 时均不符合题意．

综上，b 的最小值为 3
√
3．

思路 2：f ′ (x) = 5(sin5x− sinx) = 10 sin2xcos3x．

当 0<x<
π

6
时，sin2x> 0，cos3x> 0，故 f ′ (x)> 0，f (x)在区间

(
0,

π

6

)
单调递增；当

π

6
<x<

π

2

时，sin2x > 0，cos3x < 0，故 f ′ (x)< 0，f (x) 在区间
(
π

6
,
π

2

)
单调递减；当

π

2
< x<

5

6
π 时，

sin2x< 0，cos3x> 0，故 f ′ (x)< 0，f (x)在区间
(
π

6
,
5

6
π

)
单调递减；当

5

6
π<x<π时，sin2x< 0，

cos3x < 0，故 f ′ (x)> 0，f (x) 在区间
(
5

6
π,π

)
单调递增．因此 f (x) 在区间 [0,π] 上的最大值

为 f

(
π

6

)
与 f (π) 中较大的一个．因为 f

(
π

6

)
= 3

√
3，f (π) =−4，所以 f (x) 在区间 [0,π] 上

的最大值为 3
√
3．又 f (x) 是周期为 2π 的偶函数，故 f (x)⩽ 3

√
3 对 x∈ R 恒成立．以下同思

路 1．

思路 3：同第（1）问的思路 2，设 t= cosx，则 g (t) =−16t5+20t3，且当 x∈ R 时 t∈ [−1,1]．

由于 g′ (t) = −80t4 +60t2 = 80t2
(
3

4
− t2

)
，所以 g (t) 在区间

(
−1,−

√
3

2

)
单调递减，在区

间

(
−

√
3

2
,

√
3

2

)
单调递增（在此区间上只有 t= 0 时 g′ (t) = 0），在区间

(√
3

2
,1

)
单调递减．

因此 g (t) 在区间 [−1,1] 上的最大值为 g (−1) 与 g

(√
3

2

)
中较大的一个．因为 g (−1) =−4，

g

(√
3

2

)
= 3

√
3，所以 g (t) 在区间 [−1,1] 上的最大值为 3

√
3．以下同思路 1．

思路 4：同思路 1可知当 b⩾ 3
√
3时，存在 φ= 0使得 5cosx− cos (5x+φ)⩽ b对 x∈R恒成立．

1.7 含参数, 逻辑变量的函数问题 13



下面证明当 b< 3
√
3时均不符合题意，即证明对任意 φ∈R，存在 x∈R使得 5cosx−cos (5x+φ)⩾

3
√
3．由于余弦函数以 2π 为周期，所以不妨设 φ ∈ (−π,π]．由于 5cosx− cos (5x+φ) 的图象

与 5cosx− cos (5x−φ)的图象关于 y 轴对称，若上述结论对 φ成立，则它对 −φ也成立，由此
可设 φ∈ [0,π]．

令 x=
π−φ

6
，则 5cosx− cos (5x+φ) = 5cosx− cos (π−x) = 6cosx⩾ 6cos

π

6
= 3

√
3，

故对任意 φ∈ R，存在 x∈ R 使得 5cosx− cos (5x+φ)⩾ 3
√
3．

综上，b 的最小值是 3
√
3．

注：当 φ ∈ [0,π) 时，h (x) = 5cosx− cos (5x+φ) 的导数为 h′ (x) = 5(sin (5x+φ)− sinx)，由
此可知 h′ (x) 在 (0,+∞) 的第一个零点就是

π−φ

6
，且 h (x) 在区间

(
0,

π−φ

6

)
单调递增，这

也是选择 x=
π−φ

6
的原因．另外 φ= π 时，h (0) = 6> 3

√
3．

思路 5：同思路 1可知当 b⩾ 3
√
3时，存在 φ= 0使得 5cosx− cos (5x+φ)⩽ b对 x∈R恒成立．

下面证明当 b< 3
√
3时均不符合题意，即证明对任意 φ∈R，存在 x∈R使得 5cosx−cos (5x+φ)⩾

3
√
3．同思路 4 可设 φ∈ [0,π]．

当 φ∈
[
0,

π

3

]
时，令 x=

π

6
，则 5cosx− cos (5x+φ)⩾ 5cos

π

6
− cos

5

6
π = 3

√
3；

当 φ∈
(
π

3
,
2

3
π

]
时，令 x=

π

10
，则 5cosx−cos (5x+φ) = 5cos

π

10
+ sinφ> 5 ·

√
3

2
+

√
3

2
= 3

√
3．

当 φ∈
(
2

3
π,π

]
时，令 x= 0，则 5cosx− cos (5x+φ) = 5− cosφ> 5+

1

2
> 3

√
3．

故对任意 φ∈ R，存在 x∈ R 使得 5cosx− cos (5x+φ)⩾ 3
√
3．

综上，b 的最小值是 3
√
3．

【解题思路】（1）思路 1：先求出 f ′ (x) 并考虑它的单调性，然后求解，过程同参考答案．

思路 2：先将 f (x) 化为关于 cosx 的函数，再求最大值．

思路 3：求导后，用和差化积公式处理 sin5x− sinx．

（2）思路 1：先使用诱导公式（或三角函数的周期性）假设 a∈ [0,2π)，再分类讨论，过程同参考
答案．

思路 2：同时使用余弦函数的周期性和对称性假设 a∈ [0,π]，再分类讨论．

思路 3：使用数形结合的方法，考虑角 y ∈ [a− θ,a+ θ] 时，y 的终边与单位圆交点的变化范围
来求解．

思路 4：同思路 1、思路 2，先假设 a 在某个范围内，再使用三角函数的和差化积公式，结合反
证法进行证明．考虑到和差化积之后的式子，选择一个合适的区间作为 a 的范围会使过程更加
简捷．

思路 5：分平凡的情形与没那么平凡的情形讨论，给出构造性证明．平凡的情形是 θ∈ [a− θ,a+ θ]．
不平凡的情形是用三角函数的对称性来找合适的 y，如注意到 cosy= cos (±y+kπ) (k ∈ Z)等等．
这里考虑 2π− θ．下面的解答分三种情况讨论：0⩽ a⩽ 2θ，2θ < a⩽ 2π−2θ，2π−2θ < a< 2π

进行讨论．
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（3）没有” 新定义” 就是最好的新定义．一个命题中含多个量词，是当前绝大部分高中学生和部
分高中老师都欠缺的部分．

思路 1：先将第（1）问的结论推广到全体实数来证明当 b⩾ 3
√
3 时，存在 φ= 0，使得 5cosx−

cos (5x+φ) ⩽ b 对 x ∈ R 恒成立．接下来对任意 φ，使用第（2）问的结论可以选择一个 x，使
得 5cosx− cos (5x+φ)⩾ 3

√
3，从而证明当 b < 3

√
3 时均不符合题意．

具体而言，定义命题 P (b) 为：存在 φ 使得对任意 x，都有 5cosx− cos (5x+φ)⩽ b，题目改写
为：设 P (b) 是真命题，求 b 的最小值．

首先由（1）知命题 P
(
3
√
3
)
成立：这是因为存在 φ=0使得对任意 x都有 5cosx−cos5x⩽ 3

√
3．

下面说明 b 的最小值确实是 3
√
3，只需证明当 b < 3

√
3 时 P (b) 是假命题，

即证：当 b < 3
√
3 时，对任意 φ，存在 x 使得 5cosx− cos (5x+φ)> b．

思路 2：讨论 f (x)在区间 [0,π]上的单调性来求出 f (x)的最大值，使用和差化积公式会减少一
些讨论．

思路 3：与第（1）问的思路 2 相同，先将 f (x) 化为关于 cosx 的函数，再求最大值．

思路 4：证明当 b < 3
√
3 时均不符合题意，先用余弦函数的周期性和对称性将 φ 固定在一个小

范围内，再对函数 h (x) = 5cosx− cos (5x+φ) 求导来求其最大值来证明结论．

思路 5：证明当 b < 3
√
3 时均不符合题意，先用余弦函数的周期性和对称性将 φ 固定在一个小

范围内，再对 φ 分类讨论来证明结论．
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第一章 函数

1.7 含参数, 逻辑变量的函数问题
B 组

1.【2021 八省联考 22】

已知函数 f (x) = ex − sinx− cosx，g (x) = ex + sinx+ cosx．

(1) 证明：当 x >−
5π

4
时，f (x)⩾ 0；

(2) 若 g (x)⩾ 2+ax，求 a．
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1.（1）f ′ (x) = ex − cosx+ sinx．

（�）当 x∈
(
−

5π

4
,−

π

2

]
时，− sinx− cosx⩾ 0，故 f (x)⩾ 0．

（�）当 x∈
(
−

π

2
,0

)
时，−cosx+sinx<−1，f ′ (x)< 0，f (x)单调递减，而 f (0)= 0，故 f (x)⩾ 0．

（�）当 x= 0 时，f (x) = 0；

（�）当 x∈ (0,+∞)时，1+x> cosx+ sinx．设 h (x) = ex−x−1，则当 x∈ (0,+∞)时，h′ (x) =

ex − 1> 0，故 h (x) 单调递增，h (0) = 0，所以 f (x)> h (x)> 0．

（2）设 h (x) = (g (x)− 2−ax)′ = g′ (x)−a= ex+ cosx− sinx−a，则 h′ (x) = f (x)，由（1）知，
当 x∈

(
−

5π

4
,+∞

)
时，h′ (x)⩾ 0，h (x) 在

(
−

5π

4
,+∞

)
单调递增，h (0) = 2−a．

（�）若 a> 2，h (0)< 0，h (lna+1)> 0，故存在唯一 x0 ∈ (0, lna+1)，使得 h (x0)=0．当 x∈ (0,x0)

时，h (x)< 0，g (x)− 2−ax 单调递减，而 g (0)− 2−a× 0 = 0，故 g (x0)− 2−ax0 < 0．

（�）若 0<a< 2，h (0)> 0，h (−π)< 0，故存在唯一 x1 ∈ (−π,0)，使得 h (x1) = 0，当 x∈ (x1,0)

时，h (x)> 0，g (x)− 2−ax 单调递增，而 g (0)− 2−a× 0 = 0，故 g (x1)− 2−ax1 < 0；

（�）若 a⩽ 0，g

(
−

π

2

)
− 2−a

(
−

π

2

)
< 0；

（�）若 a= 2，h (x) 单调递增，h (0) = 0．

当 x∈
(
−

5π

4
,0

)
时，h (x)< 0，g (x)− 2− 2x > 0；

当 x∈ (−∞,−2) 时，g (x)− 2− 2x > 0；

当 x∈ [0,+∞) 时，h (x)> 0，g (0)− 2− 2× 0 = 0，故 g (x)− 2− 2x > 0．

综上，a= 2．
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第一章 函数

1.7 含参数, 逻辑变量的函数问题
B 组

1.【2026“神算杯一模”（B 卷）（网络联考）18】

(1) 已知 a > 0, 若 sinxa > (sinx)a 在 x∈ (0,1) 恒成立, 求 a 的取值范围；

(2) 若存在 a > 1, 使得 sinxa > (sinx)a 在 x∈ (0, b) 恒成立, 求 b 的取值范围.

2.【2023 长沙市适应性考试 22】若不等式 ax⩾ ex+ | lnx| 对于任意的 x∈ (0,+∞) 恒成立, 求实数
a 的取值范围.
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