
第一章 函数

1.6 分析函数的基础方法

本节讲分析函数最为基础通用的方法, 学生应做到：
（1）正确, 迅速地利用求导与对极限的分析确定函数的走势；
（2）熟练地运用分类讨论、换元、因式分解、分段讨论等基本方法.
（3）熟练地变形问题与分析对象；

1.6.1 如何求导

在分析函数走势时, 导数一般起判断原函数单调性的作用. 任何工具都不是万能的, 光对
函数死求导只能解决一小部分问题, 函数的分析不一定随着求导次数的增加而显得轻松, 甚至
是越求越繁.在求导之间,我们还应适时穿插等价变形、化简、换元、因式分解、分类讨论、分
段讨论（取舍）等基础操作.
我不求你掌握五花八门的技巧, 只希望你能将上述基础的方法思想联系起来并灵活运用.
要分析一个函数, 首先要确定其定义域, 观察其是否具有简单、平凡的特性, 这无需花费

多少时间. 对于下述陈述, 即使证实其中一项, 也能给我们省去不少麻烦：

（1）函数是否具有显而易见的单调性？
（2）函数是否具有对称性或周期性？
（3）如果是与零点个数和分布相关的问题, 所研究的函数是否有恒正恒负的区间（可舍

去）？是否具有平凡的零点？

⋯⋯

其次, 能否通过对问题的等价变形, 将待研究的函数变为易于求导与后续分析的形式？
我们直观上认为,如果一个函数混有多项式、指数、对数函数,处理起来是较为麻烦的,即

使只混有其中两项, 在无法通过因式分解化简, 且单调性也不明朗的前提下, 处理起来也并不
轻松, 我们当然希望函数只由其中一项组成, 这一项最好还是多项式函数.
有这样的“经验法则”：“指数找朋友, 对数单身狗.”1具体指：

指数与多项式 已知 g(x) 是多项式函数, 讨论 φ(x) = g(x) + ex 的零点个数可等价于讨论

p(x) =
g(x)

ex
+ 1 的零点个数, 后者的导数只含多项式函数.

例题 1.6.1. 已知实数 1 < a ⩽ 2, 函数 f(x) = ex − x − a。证明 f (x) 在 (0,+∞) 上有唯一
零点 x0，且

√
a − 1 ⩽ x0 ⩽ 2

√
a − 1.

例题 1.6.2. 已知函数 f(x) = ex + ax2 − x, 当 x ⩾ 0 时,f(x) ⩾
1

2
x3 + 1, 求 a 的取值范围.

1所谓“经验法则”并不适用于所有情况.
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对数与多项式 已知 f(x), g(x) 是多项式函数且 g(x) ̸= 0, 其所有的零点均已事先被验证过,

分析 φ(x) = ln x · g(x) + f(x)等价于分析 p(x) = ln x+
f(x)

g(x)
的零点个数,后者的导数只含多

项式函数.

例题 1.6.3. 已知函数 f(x) = (1 − ax) ln(1 + x) − x, 当 x ⩾ 0 时,f(x) ⩾ 0, 求 a 的取值范围.

例题 1.6.4. 已知函数 f(x) = ln
x

2 − x
+ ax + b(x − 1)3.

（1）若 b = 0, 且 f ′(x) ⩾ 0, 求 a 的最小值；
（2）证明：曲线 y = f(x) 是中心对称图形；
（3）若 f(x) > −2 当且仅当 1 < x < 2, 求 b 的取值范围.

例题 1.6.5. 已知函数 f(x) = xex − 3x + 1.
（1）当 x > 0 时,f(x + m) − f(x) > m, 求 m 的取值范围；
（2）当 x > 0 时,f(x + k) + f(k − x) > 2f(k), 求 k 的最小值.

例题 1.6.6. 已知函数 f(x) = ln(1 + x) + axe−x, 若 f(x) 在区间 (−1, 0) , (0,+∞) 各有一个
零点, 求 a 的取值范围.
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正文问题答案

例题 1.6.1. 对 f(x) 求导得到 f ′ (x) = ex−1。当 x > 0 时，f ′ (x)> 0，于是 f (x) 单调递增，而
f (0) = 1−a < 0，f (2) = e2 − 2−a > 0，因此 f (x) 在 (0,+∞) 上有唯一零点 x0。

要证明 x0 ⩽
√

2(a− 1)，即证明 f(
√

2(a− 1))⩾ 0，设
√

2(a− 1) = t∈ (0,
√
2]，化简后即证明

et −
1

2
t2 − t− 1⩽ 1，即证明 g(t) =

1

2
t2 + t+1

et
⩽ 1。

可知 g′ (t) =−
t2

2et
< 0，于是 g (t) 单调递减，g (t)< g (0) = 1，得证。

再证明 x0 ⩾
√
a− 1，即证明 f(

√
(a− 1))⩽ 0，设

√
a− 1 = t∈ (0,1]，化简后即证明 et − t2 −

t− 1⩽ 0，即证明 φ(t) =
t2 + t+1

et
⩾ 1。

可知 φ′(t) =
t(1− t)

et
，于是 φ(t) 在 (0,1) 单调递增，于是 φ(t)>φ(0) = 1，得证。

于是
√
a− 1⩽ x0 ⩽

√
2(a− 1).

评：本题节选自【2020 浙江 22】。
本题第（3）问为：证明 x0f (ex0 )⩾ (e− 1)(a− 1)a。

例题 1.6.2.f(x)⩾
1

2
x3 +1 等价于

(
1

2
x3 −ax2 +x+1

)
e−x ⩽ 1．

设函数 g(x) =

(
1

2
x3 −ax2 +x+1

)
e−x（x⩾ 0）, 则

g′(x) =−
(
1

2
x3 −ax2 +x+1−

3

2
x2 +2ax− 1

)
e−x

=−
1

2
x
[
x2 − (2a+3)x+4a+2

]
e−x

=−
1

2
x(x− 2a− 1)(x− 2)e−x

（i）若 2a+ 1 ⩽ 0, 即 a ⩽ −
1

2
, 则当 x ∈ (0,2) 时,g′(x) > 0．所以 g(x) 在 (0,2) 单调递增, 而

g(0) = 1, 故当 x∈ (0,2) 时,g(x)> 1, 不合题意．

（ii）若 0< 2a+1< 2,即−
1

2
<a<

1

2
,则当 x∈ (0,2a+1)∪(2,+∞)时,g′(x)< 0；当 x∈ (2a+1,2)

时,g′(x)> 0．所以 g(x)在 (0,2a+1),(2,+∞)单调递减,在 (2a+1,2)单调递增．由于 g(0) = 1,

所以 g(x)⩽ 1当且仅当 g(2)= (7−4a)e−2 ⩽ 1,即 a⩾
7− e2

4
．所以当

7− e2

4
⩽ a<

1

2
时,g(x)⩽ 1．

（iii）考虑将 g(x)写成以 a为主元的函数 φ(a)，φ(a)是单调递减函数，即，若 φ(a0)⩽ 0对任意

x 成立，则当 a⩾ a0 时，φ(a)⩽ 1 对任意 x⩾ 0 成立．于是当 a⩾
7− e2

4
时，φ(a)⩽ 1 对任意

x⩾ 0 成立，即 g(x)⩽ 1 恒成立。

综上,a 的取值范围是
[
7− e2

4
,+∞

)
．

方法二：当 x= 0 时，不等式 f (x)⩾
1

2
x3+1 成立，此时 a∈R；当 x> 0 时，由不等式 f (x)⩾

1

2
x3 +1 成立，得 a⩾

1

2
x3 +x+1− ex

x2
= g(x) 恒成立．

对 g(x)(x > 0) 求导得到

g′ (x) =

1

2
x3 −x− 2− (x− 2)ex

x3
=

(x− 2)

(
1

2
x2 +x+1− ex

)
x3

.

而 ex ⩾
1

2
ex + x+1 在 x ⩾ 0 时恒成立，于是当 x ∈ (0,2) 时，x− 2 < 0，g′ (x) > 0，g (x) 在
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(0,2) 单调递增；当 x ∈ (2,+∞) 时，x− 2> 0，g′ (x)< 0，g (x) 在 (2,+∞) 单调递减．所以

g (x)max = g (2) =
7− e2

4
．所以 a⩾

7− e2

4
．

综上，a 的取值范围是

[
7− e2

4
,+∞

)
．

例题 1.6.3. 若 a > 0 , 则 f(
1

a
) =−

1

a
< 0, 不合题意．

因此 a⩽ 0, 当 x⩾ 0 时,1−ax > 0, 从而 f(x)⩾ 0 等价于

ln(1+x)−
x

1−ax
⩾ 0.

设 g(x) = ln(1+x)−
x

1−ax
, 则

g′(x) =
1

1+x
−

1

(1−ax)2
=

(1−ax)2 − (1+x)

(1−ax)2(1+x)
=

x(a2x− (2a+1))

(1−ax)2(1+x)
.

若 a=0,则 g′(x)=−
x

(1+x)
< 0,所以 g(x)在 (0,+∞)单调递减．于是当 x⩾ 0时,g(x)⩽ g(0)=0．

不符合题意．

若 a ̸= 0,（i）若 2a+1⩽ 0, 即 a⩽−
1

2
, 则当 x > 0 时, a2x− (2a+1)> 0, 所以 g′(x)> 0, 所以

g(x) 在 (0,+∞) 单调递增．于是当 x⩾ 0 时,g(x)⩾ g(0) = 0．符合题意．

（ii）若 2a+1> 0, 即 −
1

2
< a< 0, 则当 x∈ (0,

2a+1

a2
) 时,g′(x)< 0, 所以 g(x) 在 (0,

2a+1

a2
) 单

调递减．于是 g(
2a+1

a2
)< g(0) = 0, 不符合题意．

综上,a 的取值范围是 (−∞,−
1

2
]．

评：建议在解决含参数的函数问题时，优先用通性通法——求导后因式分解，讨论因式分解后的
零点．官方的参考答案在大多数情况下都在采用这样的做法，没有理由不去掌握它．在这个基础
打好了之后，再去考虑某些特殊情况下的便捷做法，切勿本末倒置．平时训练时，优先用真题，
而不是用模拟题去练习．

例题 1.6.4.f(x) 的定义域为 (0,2)．f(x) = lnx− ln(2−x)+ax+ b(x− 1)3

（1）当 b= 0 时,f ′(x) =
2

x(2−x)
+a．

因为 0< x(2−x) ⩽ 1, 所以
2

x(2−x)
⩾ 2, 等号成立当且仅当 x= 1．由题意,a ⩾−

2

x(2−x)
, 故

a 的最小值为 −2．

（2）因为 f(x) 的定义域关于 1 对称, 且

f(x)+ f(2−x) = ln
x

2−x
+ax+ b(x− 1)3 + ln

2−x

x
+a(2−x)+ b(1−x)3 = 2a

所以曲线 y = f(x) 是中心对称图形, 对称中心为点 (1,a)．

（3）令函数 g(x) = f(x)+2, 依题意 g(x)> 0 当且仅当 1< x< 2, 从而 g(1)⩽ 0．若 g(1)< 0, 因
为 g

(
3

2

)
> 0, 所以存在 x0 ∈

(
1,

3

2

)
, 使 g(x0) = 0, 矛盾, 从而 g(1) = 0, 故 a=−2．

f ′(x) =
2(x− 1)2

x(2−x)
+3b(x− 1)2 = (x− 1)2

[
2

x(2−x)
+3b

]
若 b<−

2

3
,当 x∈

(
1,1+

√
1+

2

3b

)
时,

2

x(2−x)
+3b< 0,从而 f ′(x)< 0,f(x)在区间

(
1,1+

√
1+

2

3b

)
单调递减, 不符题意．
若 b⩾−

2

3
, 当 x∈ (0,2) 时,

2

x(2−x)
+3b⩾ 0．从而 f ′(x)⩾ 0, 等号成立当且仅当 x= 1, 故 f(x)

在区间 (0,2) 单调递增, 符合题目要求．
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因此 b 的取值范围是
[
−

2

3
,+∞

)
．

例题 1.6.5.（2）设 g(x) = f(x+m)− f(x)−m，整理得 g(x) = xex(em − 1)+m(ex+m − 4)．

题目条件等价于：对任意 x > 0，都有 g(x)> 0．

思考：可知 g(0) =m(em − 4)，g(0)⩾ 0，即 m⩽ 0 或 m⩾ ln4 是 g(x)⩾ 0 的必要条件.（注意：
这里必须用到连续函数的保号性，即当 g(0)< 0 时，一定存在 x= 0 的右邻域 (0, δ)，在该邻域
内函数值为负，故这一部分只用于辅助分析。）

若 m ⩽ 0，则 g(x) = xex(em − 1)+m(ex+m − 4) ⩽m(ex+m − 4)，当 x0 ∈ (ln4−m,+∞) 时，
g(x0)⩽ 0，不符题意。

若 0<m< ln4，则 g(0)=m(em−4)< 0，而 g(x) = xex(em−1)+m(ex+m−4)>m(ex+m−4)，
对于 x0，当 x0 ∈ (ln4−m,+∞) 时，g(x0)> 0，于是存在 x1 ∈ (0,x0) 使得 g(x1) = 0，不合题
意．

若 m⩾ ln4，则当 x > 0 时，g′(x) = (x+1)ex(em −1)+mex+m > 0，所以 g(x) 在 (0,+∞) 单
调递增．所以当 x > 0 时，g(x)> g(0) =m(em − 4)⩾ 0，符合题意．

综上，m 的取值范围是 [ln4,+∞)．

注：还可考虑换元 ex = t ∈ (1,+∞)，原问题等价于：对任意的 t > 1，φ(t) = (em − 1)t ln t+
m(em · t− 4) > 0 恒成立，即对任意的 t > 1，函数 F (t) = (em − 1) ln t+m(em −

4

t
) > 0 恒成

立。（根据前面提到的经验法则如此变形，可简化求得的导数。）

（3）首先，
f(x+k)+ f(k−x)− 2f(k)

= (x+k)ex+k +(k−x)ek−x − 2kek

= ek[(x+k)ex +(k−x)e−x − 2k]

= ek[x(ex − e−x)+k(ex + e−x − 2)]

令 x= ln t．上式经过化简可等价于：当 t > 1 时，ln t+k ·
t− 1

t+1
> 0．设 h(x) = lnx+k ·

x− 1

x+1
，

则 h′(x) =
1

x
+k ·

2

(x+1)2
=

x2 +2(k+1)x+1

x(x+1)2
．

二次函数 u(x) = x2 +2(k+1)x+1 的判别式为 ∆= 4(k+1)2 − 4 = 4k(k+2)．

若 k <−2，则 ∆> 0，u(x) 有两个零点 x1,x2(x1 < x2)

且满足 x1x2 = 1，x1 +x2 =−2(k+1)> 0，

所以 x2 > 1，当 x∈ (1,x2) 时，u(x)< 0，即 h′(x)< 0．

所以 h(x) 在 (1,x2) 单调递减，从而 h(x2)< h(1) = 0，不合题意．

若 k =−2，则当 x > 1 时 h′(x) =
x2 − 2x+1

x(x+1)2
=

(x− 1)2

x(x+1)2
> 0．

所以 h(x) 在 (1,+∞) 单调递增，从而当 t > 1 时 h(t)> h(1) = 0，符合题意．

综上，k 的最小值是 −2．

注：没有讨论 k >−2 的情形，是因为本题只是让我们求 k 的最小值．在上面的步骤中，我们给
出了 k=−2 满足题意，但 k <−2 不满足题意，意味着找不到比 −2 更小的 k 值满足题意，这
就完成了 k 的最小值是 −2 的论证．

例题 1.6.6.已知 f(0) = 0.若 a∈ [0,+∞),当 x> 0时，f(x)> 0, 在 (0,+∞)上没有零点，不符
题意。

若 a∈ (−∞,0)，对 f(x) 求导得 f ′(x) =
ex +a(1−x2)

(x+1)ex
。

设 g(x) = ex+a(1−x2)，对 g(x)求导得 g′(x) = ex−2ax, 可知 g′(x)在 x∈ (0,+∞)的函数值
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大于 0，于是 g(x) 在 (0,+∞) 上单调递增。

（i）若 a∈ [−1,0)，此时 g(0) = 1+a⩾ 0，由于 g(x) 在 (0,+∞) 上单调递增，那么当 x⩾ 0 时，
g(x)⩾ g(0)⩾ 0，于是 f(x)在 (0,+∞)上单调递增，那么当 x> 0时，f(x)⩾ f(0) = 0，f(x)在
(0,+∞) 上没有零点，不符题意。

（ii）若 a∈ (−∞,−1)，可知 g′(x) 在 (−1,+∞) 上单调递增，而 g′(−1) = 2a+1/e < 0, g′(0) =

1> 0，由零点存在性定理，g′(x) 在 (−1,0) 上存在唯一的零点 x0 且 g′(x) 在 (−1,x0) 上单调
递减，在 (x0,+∞) 上单调递增。

又由于 g(−1) = e > 0, g(x0)< g(0)< 0, g(1)> 0，于是 g′(x) 在 (−1,x0) 上存在唯一的零点 x1，
在 (x0,+∞)上存在唯一的零点 x2.于是 f(x)在 (0,x1)上单调递增,在 (x1,x2)上单调递减,在
(x2,+∞) 上单调递增。f(x1)> f(0) = 0, f(x2)< f(0) = 0.
下取点 x3 ∈ (−1,x1) 使得 f(x3)< 0。由 ln(1+x)+

ax

ex
< ln(1+x)−ae < 0. 取 x3 = eae − 1

取点 x4 ∈ (x2,+∞) 使得 f(x4)> 0。由 ln(1+x)+
ax

ex
> ln(1+x)+

a

e
> 0. 取 x4 = e−

a
e − 1

故在 (−1,0)上存在唯一的 x5 ∈ (x3,x1)使得 f(x5) = 0，在 (0,+∞)上存在唯一的 x6 ∈ (x2,x4)

使得 f(x6) = 0 由此证明了 a∈ (−∞,−1) 满足题意。

综上，a∈ (−∞,−1)。
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第一章 函数

1.6 分析函数的基础方法

习 题

A 组

1.【2011 陕西理 6 改编】函数 f (x) =
√
x− 4 sinx 在 [0,+∞) 内有几个零点？（直接写出结果）

2. 若函数 f(x) =
|1+

√
x+1−aex|
ex

存在最大值和最小值, 求实数 a 的取值范围.

3.【2023 天域联考 8】已知函数 f(x) =


1

1−x
,x < 0

| lnx|,x > 0

, 求函数 F (x) = f [f(x)]−
1

e3
f(x)− 1 的

零点个数.

4. 画出下述函数的图象：

（1）x lnx,
lnx
x

,
x

lnx
,xex,

ex

x
,
x

ex
,
ex(2x− 1)

x− 1

5.【2012 天津 20】已知函数 f (x) = x− ln (x+1)．若对任意的 x∈ [0,+∞)，有 f (x)⩽ kx2 成立，
求实数 k 的最小值．

6.【2017 全国 I 卷文 21】已知函数 f(x) = ex(ex −a)−a2x. 若 f(x)⩾ 0, 求 a 的取值范围.

7. 设 a > 0, 函数 f(x) = a+x2 + ln(a−x2), 讨论 f(x) 的最大值.

8.【2019 全国 I 卷文 20】已知函数 f(x) = 2 sinx−xcosx−x。

(1) 证明 f ′(x) 在 (0,π) 上存在唯一零点；

(2) 若 x∈ (0,π) 时,f(x)⩾ ax, 求 a 的取值范围.

9. 已知函数 f(x) = x3−ax2+x, 若 f(x) 有正零点, 证明：f(x) 有极小值点, 其位于区间 [1,+∞)。

10.【2023 新高考 I 卷 19】已知函数 f(x) = a(ex +a)−x, 证明：当 a > 0 时,f(x)> 2 lna+
3

2
.

11.【2017 浙江 20】求函数 f(x) = (x−
√
2x− 1)e−x 的值域.

12.【2019 全国 II 卷文 21】已知函数 f(x) = (x− 1) lnx−x− 1, 证明 f(x) = 0 有且仅有两个实根,
且两个实根互为倒数.

13.【2017 北京文 20 理 19】求函数 f(x) = ex cosx−x 在 [0,
π

2
] 上的最大值和最小值.

14.【2020 全国 III 卷理 21】设函数 f(x) = x3 −
3

4
x+ c, 若 f(x) 有一个绝对值不大于 1 的零点, 证

明：f(x) 所有零点的绝对值都不大于 1.

15.【2021 全国甲卷理 21】已知 a > 0 且 a ̸= 1, 若函数 f(x) =
xa

ax
−1(x > 0) 有且仅有两个零点, 求

a 的取值范围.
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16.【2023 北京 20】已知函数 f(x) = x−x3e1−x, 求 f ′(x) 的单调区间与 f(x) 的极值点个数.

17.【2019 全国 I 卷理 20】已知函数 f(x) = sinx− ln(x+1),f ′(x) 为 f(x) 的导数, 证明：

(1) f ′(x) 在区间 (−1,
π

2
) 存在唯一极大值点；

(2) f(x) 有且仅有两个零点.

18.【2017 全国 II 卷文 21】设函数 f(x) = (1−x2)ex. 当 x⩾ 0 时,f(x)⩽ ax+1, 求 a 的取值范围.

19.【2006 全国 I 卷 21】已知函数 f(x) =
1+x

1−x
e−ax.

(1) 设 a > 0, 讨论 y = f(x) 的单调性；

(2) 若对任意 x∈ (0,1) 恒有 f(x)> 1, 求 a 的取值范围.

20.【2021 新高考 II 卷 22】已知函数 f(x) = (x− 1)ex −ax2 + b.

(1) 讨论 f(x) 的单调性；

(2) 从 (a), (b) 两组条件中选取一组作为已知条件, 证明：f(x) 恰有一个零点.

(a).
1

2
< a⩽

e2

2
, b > 2a (b).0< a<

1

2
, b⩽ 2a

21.【2021 天津 20】已知 a > 0, 函数 f(x) = ax−xex．

(1) 证明 f(x) 存在唯一的极值点；

(2) 若存在 a, 使得 f(x)⩽ a+ b 对任意 x∈ R 成立, 求实数 b 的取值范围．
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1.

2.

3. 7.

4.

5. 当 k ⩽ 0 时，取 x= 1，有 f (1) = 1− ln2> 0，故 k ⩽ 0 不合题意；

当 k > 0 时，令 g (x) = f (x)−kx2，即 g (x) = x− ln (x+1)−kx2，求导得到

g′ (x) =
x

x+1
− 2kx=

−x [2kx− (1− 2k)]

x+1
�

令 g′ (x) = 0，得 x1 = 0，x2 =
1− 2k

2k
>−1．

k⩾
1

2
时，

1− 2k

2k
⩽ 0，g′ (x)< 0在 (0,+∞)上恒成立，因此 g (x)在 [0,+∞)上单调递减．从而

对于任意的 x∈ [0,+∞)，总有 g (x)⩽ g (0) = 0，即 f (x)⩽ kx2 在 [0,+∞) 上恒成立．故 k ⩾
1

2
符合题意．

当 0< k <
1

2
时，

1− 2k

2k
> 0，对于 x∈

(
0,

1− 2k

2k

)
，g′ (x)> 0，故 g (x) 在

(
0,

1− 2k

2k

)
内单

调递增．因此取 x0 ∈
(
0,

1− 2k

2k

)
时，g (x0)> g (0) = 0，即 f (x0)⩽ kx2

0 不成立．故 0< k <
1

2
不合题意．

综上，k 的最小值为
1

2
．

新答案（来源：301-320 主元法与已有结论.md）：

(1) 问要将命题向 f (x) 的形式靠拢，因此令 x=
2

2i− 1
：

新答案（来源：181-200 隐零点与构造函数.md）：

(1) f ′ (x) = (2ex +1)(aex − 1).

若 a⩽ 0，aex − 1< 0，f ′ (x)< 0；

若 a > 0，x <− lna 时，f ′ (x)< 0；x >− lna 时，f ′ (x)> 0；

综上，a⩽ 0时，f (x)单调递减；a> 0时，f (x)在 (−∞,− lna)上单调递减，在 (− lna,+∞)

上单调递增.

(2) 由 (1) 问知，若 a⩽ 0，f (x) 至多有一个零点，不满足题意；

若 f (− lna)⩾ 0，则 f (x) 至多有 x=− lna 一个零点，不满足题意；

因此 f (− lna) = 1−
1

a
+ lna < 0.

令 g (x) = 1−
1

x
+ lnx，显然 g (x) 在 (0,+∞) 上单调递增，g (1) = 0 因此 0< a< 1.

0< a< 1：

x< 0时，f (x)> (a− 2)ex−x> a−2−x，因此 f (a− 2)> 0，即 f (x)在 (a− 2,− lna)
上存在一个零点；

在找另一个特殊点的时候，注意观察 f (x) 的形式，有 e2x，ex 和 x，那么相比于将 e2x，
ex 都放缩成 x 多项式的形式，将 x 放缩成 ex 的形式更节约计算量：
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令 h (x) = ex −x，h′ (x) = ex − 1，x > 0 时 h′ (x)> 0，h (x) 单调递增，因此 x > 0 时
h (x)> h (0) = 1，即 ex > x+1> x.

因此 x > 0 时，

f (x)> ae2x +(a− 3)ex = aex
(
ex +1−

3

a

)
,

则 f

(
ln
(
3

a
− 1

))
> 0.

又 ln
(
3

a
− 1

)
> ln

1

a
=− lna，因此 f (x) 在

(
− lna, ln

(
3

a
− 1

))
上存在一个零点；

综上，a∈ (0,1).

找特殊点的核心思想如下：

如果我们需要找特殊点 t 使得 f (t) < 0，那么就把 f (x) 放大成 g (x)，只要我们得到
g (t) = 0 或 g (t)< 0，那么就有 f (t)< 0；

如果我们需要找特殊点 t 使得 f (t)> 0，那么就把 f (x) 缩小成 g (x)，只要

新答案（来源：301-320 主元法与已有结论.md）：

(1) f (1)⩽ k，因此 k ⩾ 1− ln2> 0。

2. 函数 f (x) 的定义域为 (−∞,+∞)，f ′ (x) = 2e2x −aex −a2 = (2ex +a) (ex −a)．

（i）若 a= 0，则 f (x) = e2x，在 (−∞,+∞) 单调递增．a= 0 满足题意。

（ii）若 a> 0，则由 f ′ (x) = 0得 x= lna．当 x∈ (−∞, lna)时，f ′ (x)< 0；当 x∈ (lna,+∞)时，
f ′ (x)> 0．故 f (x) 在 (−∞, lna) 单调递减，在 (lna,+∞) 单调递增．于是当 x= lna 时，f (x)

取得最小值，最小值为 f (lna) =−a2 lna．从而当且仅当 −a2 lna⩾ 0，即 a⩽ 1 时，f (x)⩾ 0．

（iii）若 a< 0，则由 f ′ (x) = 0得 x= ln
(
−

a

2

)
．当 x∈

(
−∞, ln

(
−

a

2

))
时，f ′ (x)< 0；当 x∈(

ln
(
−

a

2

)
,+∞

)
时，f ′ (x)> 0．故 f (x)在

(
−∞, ln

(
−

a

2

))
单调递减，在

(
ln
(
−

a

2

)
,+∞

)
单

调递增．于是当 x= ln
(
−

a

2

)
时，f (x)取得最小值，最小值为 f

(
ln
(
−

a

2

))
=a2

[
3

4
− ln

(
−

a

2

)]
．

从而当且仅当 a2
[
3

4
− ln

(
−

a

2

)]
⩾ 0，即 a⩾−2e 3

4 时 f (x)⩾ 0．

综上，a 的取值范围是
[
−2e 3

4 ,1

]
．

评：实测数据（广西）本题文科平均分 1.1363，难度 0.0947，标准差 1.6235，区分度 0.2351，满
分人数 174，零分率 50.55%，阅卷详细数据如下：

地区 平均分 标准差 难度 区分度

河南文 0.71 1.52 0.059 0.57

福建文 1.08 − 0.090 0.18

安徽文 0.8 − 0.067 −
广东文 0.4 − 0.033 −
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得分 0 1 2 3 4 5 6
百分比 64.3% 3.19% 25.09% 4.59% 0.8% 0.6% 0.70%
得分 7 8 9 10 11 12 -
百分比 0.1% 0.1% 0.1% 0.1% 0.1% 0.2% -

3. f(x) 的定义域为
(
−
√
a,
√
a
)
，求导得到 f ′(x) = 2x−

2x

a−x2
=−

2x
(
x2 −a+1

)
a−x2

.

若 0< a⩽ 1，则 f(x) 在
(
−
√
a,0
)
内单调递增，在

(
0,
√
a
)
内单调递减，所以 f(x) 的最大值

为 f(0) = a+ lna.

若 a > 1，令 f ′(x)> 0，解得 −
√
a < x <−

√
a− 1 或 0< x<

√
a− 1；

令 f ′(x)< 0，解得 −
√
a− 1< x< 0 或

√
a− 1< x<

√
a；

于是 f(x) 在
(
−
√
a,−

√
a− 1

)
、
(
0,
√
a− 1

)
内单调递增，在

(
−
√
a− 1,0

)
、
(√

a− 1,
√
a
)
内

单调递减，而 f
(
−
√
a− 1

)
= f
(√

a− 1
)
= 2a− 1，所以 f(x) 的最大值为 2a− 1；

综上所述：若 0< a⩽ 1，f(x) 的最大值为 f(0) = a+ lna；若 a > 1，f(x) 的最大值为 2a− 1。

4.（1）略。

（2）方法一：设 g(x) = f(x)−ax，于是 g′(x) = cosx+x sinx−1−a，设 g′(x) =φ(x)，则 φ′(x) =

xcosx，在 (0,
π

2
) 上取正值，在 (

π

2
,π) 上取负值，故 φ(x) 在 (0,

π

2
) 上单调递增，在 (

π

2
,π) 上

单调递减。

而 φ(0) =−a,φ(π) =−2−a，下对 a 进行分类讨论。

若 a > 0，则 φ(0) < 0，当 φ(
π

2
)> 0 时，φ(x) 在 (0,

π

2
) 上存在唯一的零点 x0，于是 g(x) 在

(0,x0) 上单调递减，g(x0)< g(0) = 0，不符题意；当 φ(
π

2
)⩽ 0 时，φ(x) 在 (0,

π

2
) 上恒小于零，

故 g(x) 在 (0,
π

2
) 上单调递减，g(

π

2
)< g(0) = 0，不符题意。

若 −2< a⩽ 0，由于 φ(0)> 0,φ(2)< 0，于是 φ(x) 在 (0,π) 上存在唯一的零点 x0，且 g(x) 在
(0,x0) 上单调递增，在 (x0,π) 上单调递减，故 g(x0)> g(0) = 0，符合题意。

若 a ⩽−2，由于 φ(0),φ(π)> 0，故 φ(x) 在 (0,π) 上恒大于零，故 g(x) 在 (0,π) 上单调递增，
g(π)> g(0) = 0，符合题意。

综上，a∈ (−∞,0]。

方法二：要使得题设成立，一定要有 f(π)⩾ aπ，解得 a⩽ 0.

当 a⩽ 0时，由第（1）问，f(x)在 (0,x0)单调递增，在 (x0,π)单调递减，于是 f(x)⩾min{f(0), f(π)}=
0⩾ ax。

评：方法二先确定了 a ⩽ 0 这一必要条件，然后再利用第（1）问的结论证明了该条件也为充分
条件，简化了证明过程。实际上这一必要性非常好确定，从第（1）问已经得知：函数 f(x) 先增
后减且恒 ⩾ 0，而 y = ax 是过原点的直线，当 a⩽ 0 时，直线 y = ax 位于 x 轴下方，显然满足
题意，而当 a > 0 时，显然在 x= π 处会导出矛盾。方法一则较为繁杂。
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5. 对 f(x) 求导得到 f ′(x) = 3x2 − 2ax+1。

由 ∆= (−2a)2 − 4× 3× 1 = 4(a2 − 3)> 0，当 a2 > 3 时，方程 f ′(x) = 0 有两个根 x0,x1，且

x1 =
a−
√

a2 − 3

3
, x0 =

a+
√

a2 − 3

3
.

f(x) 在区间 (−∞,x1)、(x0,+∞) 上单调递增，在区间 (x1,x0) 上单调递减。

方法一：由题意，f(x)在 (0,+∞)有零点，等价于方程 x2−ax+1=0在区间 (0,+∞)有解，等价

于 a= x+
1

x
在区间 (0,+∞)有解。由基本不等式，x+

1

x
⩾ 2

√
x ·

1

x
=2，等号成立条件是 x=1，

所以 x+
1

x
的取值范围为 [2,+∞)，所以 a⩾ 2，于是 f(x)存在极小值点 x0 =

a+
√

a2 − 3

3
.而

a⩾ 2，所以 x0 ⩾
2+
√

22 − 3

3
= 1. 于是完成了证明。

方法二：f(x) = 0有根等价于方程 x2−ax+1= 0在区间 (0,+∞)有解。当这个方程有根时，设
两根为 x1,x2（可能相等）。

由韦达定理，x1+x2 = a，x1x2 = 1> 0，所以 x1,x2 同号；又因为 f(x) 有正零点，所以 x1,x2

同为正数，故 a= x1+x2 ⩾ 2
√
x1x2 =2.于是 f(x)有极小值点 x0 =

a+
√

a2 − 3

3
.后同方法一。

方法三：可知 f(0) = 0。

若 a⩽ 0，则当 x > 0 时，f(x) = x3 −ax2 +x > 0，故 f(x) 没有正零点。

若 0< a ⩽
√
3，则 f ′(x) = 3x2 − 2ax+1 的判别式 ∆⩽ 0，故 f ′(x)⩾ 0 恒成立，从而 f(x) 在

(0,+∞) 单调递增，且由于 f(x)> f(0) = 0，故 f(x) 没有正的零点。

因此，a >
√
3。于是极小值点是 x0 =

a+
√

a2 − 3

3
⩾ 1.

Fiddie 评：研究一个较为复杂函数的零点，“正常的步骤”是思考能否先简化函数（方法一、方
法二），本题的函数可转化为求二次函数零点，接下来就能马上得到 a 的取值范围；问题迎刃而
解。如果能注意到这一点，证明过程会得到极大的简化。类似的题目有：

【2010 全国 I 卷 20】已知函数 f(x) = (x+1) lnx−x+1。

(1) 若 xf ′(x)⩽ x2 +ax+1，求 a 的取值范围；

(2) 证明：(x− 1)f(x)⩽ 0。

【2010 课标全国卷 21】设函数 f(x) = x(ex−1)−ax2。

(1) 若 a=
1

2
，求 f(x) 的取值范围；

(2) 若 a⩾ 0 时，f(x)⩾ 0，求 a 的取值范围。

6. f (x)的定义域是 (−∞,+∞)，f ′ (x)=aex−1。由 f ′ (x)=0得 x=− lna。于是当 x∈ (−∞,− lna)
时，f ′ (x) < 0；当 x ∈ (− lna,+∞) 时，f ′ (x) > 0。故 f (x) 在 (−∞,− lna) 单调递减，在
(− lna,+∞) 单调递增。

当 a > 0 时，可知当 x=− lna 时，f (x) 取得最小值，于是 f (x)⩾ f (− lna) = a2 + lna+1. 从

而 f (x)−
(
2 lna+

3

2

)
⩾ a2 − lna−

1

2
.
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方法一：设 g (x) = x2 − lnx−
1

2
(x > 0)，则 g′ (x) = 2x−

1

x
=

2x2 − 1

x
。当 0 < x <

√
2

2
时，

g′ (x)< 0；当 x >

√
2

2
时，g′ (x)> 0。所以 g (x) 在

(
0,

√
2

2

)
单调递减，在

(√
2

2
,+∞

)
单

调递增。故当 x > 0 时，g (x)⩾ g

(√
2

2

)
= ln

√
2

2
> 0。

从而当 a > 0 时，a2 − lna−
1

2
> 0，即 f (x)> 2 lna+

3

2
。

方法二：当 a > 0 时，

a2 − lna−
1

2
⩾ a2 − (a− 1)−

1

2
= a2 −a+

1

2
=

(
a−

1

2

)2

+
1

4
> 0.

从而 f (x)−
(
2 lna+

3

2

)
> 0，即 f (x)> 2 lna+

3

2
。

注：要事先证明放缩式 lnx⩽ x− 1。

评：实测数据：（福建）本题阅卷数据如下：

分组 满分 平均分 难度 区分度

物理组总体 12 4.39 0.37 0.69
历史组总体 12 2.16 0.18 0.43
总体 12 3.91 0.33 0.67

小问得分 0 1 2 3 4 5 6 7
(1) 22% 17% 12% 9% 8% 32%
(2) 65% 7% 7% 4% 2% 0% 2% 13%

7. 对函数求导得到 f ′ (x) ==
(1−x)

(√
2x− 1− 2

)
e−x

√
2x− 1

(
x >

1

2

)
.，由 f ′(x) = 0 解得 x = 1 或

x=
5

2
。随 x 变化，f ′ (x) 与 f (x) 变化情况如下表：

x (1/2,1) 1 (1,5/2) 5/2 (5/2,+∞)

f ′ (x) 小于 0 0 大于 0 0 小于 0
f (x) 1/2e− 1

2 ↘ 极小值 0 ↗ 极大值 1
2
e− 5

2 ↘

又 f (x) =
1

2

(√
2x− 1− 1

)2
e−x ⩾ 0，所以 f (x) 在区间

[
1

2
,+∞

)
的取值范围是

[
0,

1

2
e− 1

2

]
。

评：该问题看似非常清楚简单，实际考试出来的情况却千疮百孔。一些学生对复合函数的求导不
熟练，不能正确求出导数；一些学生对导函数的整理变形目标不清楚，不会合理地提取公因式为

求极值点铺路，得不到 f ′ (x) =
(1−x)

(√
2x− 1− 2

)
e−x

√
2x− 1

(
x >

1

2

)
的形式，因此无法求出极值

点 x= 1 或 x=
5

2
。

一些学生没有理解求函数在闭区间和非闭区间上的最大（小）值的差异，误认为一定是 fmax (x)=

max
{
f

(
1

2

)
, f (1) , f

(
5

2

)}
= f

(
1

2

)
，fmin (x) =min

{
f

(
1

2

)
, f (1) , f

(
5

2

)}
= f (1)，没有对

函数在区间
(
5

2
,+∞

)
上的变化进行分析（即没考虑趋于无穷的极限）。

1.6 分析函数的基础方法 7



在函数的复习中，要重视利用导数研究函数的性质。首先要理解导函数的意义，要能正确求出一
些基本复合函数的导函数，然后掌握利用导函数研究函数性质的基本方法。

8. f(x)的定义域为 (0,+∞),f ′(x) = lnx−
1

x
.因为 y= lnx单调递增，y=

1

x
单调递减，所以 f ′(x)

单调递增。又 f ′(1) =−1< 0，f ′(2) = ln2−
1

2
> 0，故存在唯一 x0 ∈ (1,2)，使得 f ′(x0) = 0。

于是当 x < x0 时，f ′(x)< 0，f(x) 单调递减；当 x > x0 时，f ′(x)> 0，f(x) 单调递增，因此
f(x) 存在唯一的极值点 x0。

由于 f(x0) < f(1) = −2, f(e2) = e2 − 3 > 0，所以 f(x) 在 (x0,+∞) 内存在唯一根 x = α。由

α > x0 > 1 得
1

α
< 1< x0。又 f

(
1

α

)
=

(
1

α
− 1

)
ln

1

α
−

1

α
− 1 =

f(α)

α
= 0，故

1

α
是 f(x) = 0

在 (0,x0) 的唯一根。

综上，f(x) = 0 有且仅有两个实根，且两个实根互为倒数。

9. 对 f(x) 求导得到 f ′ (x) = ex (cosx− sinx)− 1.

设 h (x) = ex (cosx− sinx)−1，则 h′ (x) =−2ex sinx。当 x∈
(
0,

π

2

)
时，h′ (x)< 0，所以 h (x)

在区间
[
0,

π

2

]
上单调递减，所以对任意 x∈

(
0,

π

2

]
有 h (x)< h (0) = 0，即 f ′ (x)< 0。于是函

数 f (x) 在区间
[
0,

π

2

]
上单调递减。因此 f (x) 在区间

[
0,

π

2

]
上的最大值为 f (0) = 1，最小值

为 f

(
π

2

)
=−

π

2
。

评：实测数据：得分情况如下：

题号 满分值 平均值 标准差 得分率 鉴别指数 相关系数

理 19(1) 5 4.57 1.13 0.91 0.25
文 20(1) 5 3.44 1.92 0.69 0.66 0.71
理 19(2) 8 3.35 3.32 0.42 0.81
文 20(2) 8 0.97 1.92 0.12 0.32 0.48
理 19 13 7.92 3.83 0.61 0.59 0.75
文 20 13 4.41 3.14 0.34 0.45 0.73

10. 可知 f ′ (x) = 3x2 −
3

4
。令 f ′ (x) = 0，解得 x=−

1

2
或 x=

1

2
。

f ′ (x) 与 f (x) 的情况如下表：

x (−∞,−1/2) −1/2 (−1/2,1/2) 1/2 (1/2,+∞)

f ′ (x) + 0 − 0 +

f (x) ↗ c+1/4 ↘ c− 1/4 ↗

因为 f (1) = f

(
−

1

2

)
= c+

1

4
，所以当 c <−

1

4
时，f (x) 只有大于 1 的零点。

因为 f (−1) = f

(
1

2

)
= c−

1

4
，所以当 c >

1

4
时，f (x) 只有小于 −1 的零点。

由题设可知 −
1

4
⩽ c⩽

1

4
。当 c=−

1

4
时，f (x) 只有两个零点 −

1

2
和 1。当 c=

1

4
时，f (x) 只

有两个零点 −1 和
1

2
。当 −

1

4
< c <

1

4
时，f (x) 有三个零点 x1,x2,x3，且 x1 ∈

(
−1,−

1

2

)
，

x2 ∈
(
−

1

2
,
1

2

)
，x3 ∈

(
1

2
,1

)
。
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综上，若 f (x) 有一个绝对值不大于 1 的零点，则 f (x) 所有零点的绝对值都不大于 1。

评：实测数据：（贵州）本题第（2）小问满分 8 分，平均分 0.418，难度 0.052。

11.
xa

ax
= 1 在 (0,+∞) 上恰好有两个解，两边同时取对数，即 a lnx−x lna= 0 恰好有两个解，也

即 g (x) =
lnx
x

−
lna
a
恰好有两个零点。而 g′ (x) =

1− lnx
x2

，于是 g (x)在 (0,e)上单调递增，在
(e,+∞) 上单调递减，g (x) 至多有两个零点.

（i）若
lna
a

< 0，即 0< a< 1。x⩾ 1 时，g (x)⩾−
lna
a

> 0，因此 g (x) 只可能在 (0,1) 上存在零
点，又 g (x) 在 (0,e) 上单调递增，因此 g (x) 至多有一个零点，不满足题意；

（ii）若 0<
lna
a

< e，即 a ∈ (1, e)∪ (e,+∞). 由于 g(1)< 0, g(e) =
1

e
−

lna
a

> 0，于是 g(x) 在
(1, e) 上存在唯一一个零点，也即 g(x) 在 (0, e) 上存在唯一一个零点。

而
lnx
x

=
2 ln√x

x
⩽

2

e
√
x
，于是取

2

e
√
x0

=
lna
a
，即 x0 =

4a2

e2(lna)2
，此时 f(x0)⩽ 0，于是 g(x)

在 (e,+x0] 上存在唯一一个零点，也即 g(x) 在 (e,+∞) 上存在唯一一个零点，故 g(x) 有两个
零点，满足题意。

（iii）若
lna
a

= e，即 a= e。g (x) =
lnx
x

−
1

e
，由 g (x) 单调性可知 g (x) 仅有一个零点 x= e，不

满足题意；

综上，a∈ (1,e)∪ (e,+∞).

评：本题取点时使用了放缩式 lnx⩽
x

e
，需预先证明。此外，画出函数 y =

lnx
x
草图有助于解答

此题。

12.（1）设 g(x)= f ′(x)，于是 g (x)= f ′ (x)=
(
x3 − 3x2

)
e1−x+1．所以 g′ (x)=−x

(
x2 − 6x+6

)
e1−x．

令 g′ (x) = 0，得 x= 0，x= 3−
√
3 或 x= 3+

√
3．

g′ (x) 与 g (x) 的变化情况如下表：

t (−∞,0) 0
(
0,3−

√
3
)

3−
√
3
(
3−

√
3,3+

√
3
)

3+
√
3
(
3+

√
3,+∞

)
g′ (t) + 0 − 0 + − 0

g (t) 单调递增 极大值 单调递减 极小值 单调递增 极大值 单调递减

所以，函数 g (x)的单调递增区间是在 (−∞,0)，
(
3−

√
3,3+

√
3
)
；单调递减区间是

(
0,3−

√
3
)
，(

3+
√
3,+∞

)
．

（2）f ′ (x) = x2 (x− 3)e1−x +1．因为 f ′ (x) 在 (−∞,0) 上单调递增，且 f ′ (−1) = 1− 4e2 < 0，
f ′ (0) = 1> 0，所以根据函数零点存在定理与 f ′ (x) 的单调性可知，f ′ (x) 在区间 (−∞,0) 内存
在唯一零点 x1，且 x1 是 f (x) 的极小值点．

因为 f ′ (x) 在区间
(
0,3−

√
3
)
上单调递减，且 f ′ (0)> 0，f ′

(
3−

√
3
)
< f ′ (1) =−1< 0，

所以 f ′ (x) 在区间
(
0,3−

√
3
]
内存在唯一零点 x2，且 x2 是 f (x) 的极大值点．

因为 f ′ (x)在
(
3−

√
3,3+

√
3
)
上单调递增，f ′

(
3−

√
3
)
< 0，f ′

(
3+

√
3
)
> f ′ (3) = 1> 0，所

以 f ′ (x) 在区间
(
3−

√
3,3+

√
3
)
内存在唯一零点 x3，且 x3 是 f (x) 的极小值点．

当 x∈
(
3+

√
3,+∞

)
时，因为 f ′ (x)> 0，所以 f (x) 在区间

(
3+

√
3,+∞

)
内没有极值点．
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综上可知，f (x) 共有 3 个极值点．

评：相当多的考生在完成第（2）问时尝试准确求出极值，这是不好处理的，事实上转化为分析
极值附近的整点函数值会容易很多。

实测数据：阅卷数据如下．

题号 满分 平均分 标准差 难度 相关系数 鉴别指数

20(1) 5 3.63 1.61 0.73 0.77 0.60
20(2) 5 1.35 1.72 0.27 0.66 0.62
20(3) 5 0.39 1.02 0.08 0.43 0.22
20 15 5.37 3.56 0.36 0.79 0.48

13.（1）设 g(x) = f ′(x)，则 g(x) = cosx−
1

1+x
，g′(x) =− sinx+

1

(1+x)2
。− sinx,

1

(1+x)2
均在

(−1,
π

2
) 上单调递减，于是当 x∈

(
−1,

π

2

)
时，g′(x) 单调递减，而 g′(0)> 0，g′

(
π

2

)
< 0，可

得 g′(x) 在
(
−1,

π

2

)
有唯一零点，记为 α(α> 0)。

则当 x∈ (−1,α) 时，g′(x)> 0；当 x∈
(
α,

π

2

)
时，g′(x)< 0。所以 g(x) 在 (−1,α) 单调递增，

在
(
α,

π

2

)
单调递减，故 g(x) 在

(
−1,

π

2

)
存在唯一极大值点，即 f ′(x) 在

(
−1,

π

2

)
存在唯一

极大值点。

（2）f(x) 的定义域为 (−1,+∞)。

（i）当 x∈ (−1,0] 时，由（1）知，f ′(x) 在 (−1,0) 单调递增，又 f ′(0) = 0，所以当 x∈ (−1,0)

时，f ′(x)< 0，故 f(x) 在 (−1,0) 单调递减。又 f(0) = 0，从而 x= 0 是 f(x) 在 (−1,0] 的唯
一零点。

（ii）当 x∈
(
0,

π

2

]
时，由（1）知，f ′(x) 在 (0,α) 单调递增，在

(
α,

π

2

)
单调递减，而 f ′(α)>

f ′(0) = 0, f ′
(
π

2

)
< 0，所以存在 β ∈

(
α,

π

2

)
，使得 f ′(β) = 0，且当 x ∈ (0,β) 时，f ′(x)> 0；

当 x∈
(
β,

π

2

)
时，f ′(x)< 0。故 f(x) 在 (0,β) 单调递增，在

(
β,

π

2

)
单调递减。

又 f(0)= 0，f
(
π

2

)
=1− ln

(
1+

π

2

)
> 0，所以当 x∈

(
0,

π

2

]
时，f(x)> 0，从而 f(x)在

(
0,

π

2

]
没有零点。

（iii）当 x∈
(
π

2
,π

]
时，f ′(x)< 0，所以 f(x) 在

(
π

2
,π

)
单调递减。而 f

(
π

2

)
> 0，f(π)< 0，

所以 f(x) 在
(
π

2
,π

]
有唯一零点。

（iv）当 x∈ (π,+∞) 时，ln(x+1)> 1，所以 f(x)< 0，从而 f(x) 在 (π,+∞) 没有零点。

综上，f(x) 有且仅有 2 个零点。

评：本题函数由对数与三角函数组成。当 x 增大到一个临界值后，由于三角函数部分是有界的，
其函数值必然为负。第（1）问的分析提供了 (−1,

π

2
) 上的信息，实际上 f(x) 在 (

π

2
,
3π

2
) 上也

是单调递减的，这一部分可以轻松分析。当 x >
3π

2
时，就按前面说的直接判断即可。
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此题是非常基础的，只需对一个确定的函数刻画其走势，在解答时建议做出原函数与各阶导数的
图象以方便分析。

新答案（来源：161-180 端点效应与隐零点.md）：

(1) f ′ (x) =
(
−x2 − 2x+1

)
ex，对 f ′ (x) 与 f (x) 列表如下：

| x |
(
−∞,−1−

√
2
)
| −1−

√
2 |
(
−1−

√
2,−1+

√
2
)
| −1+

√
2 |
(
−1+

√
2,+∞

)
|

|—|—|—|—|—|—| | f ′ (x) | − | 0 | + | 0 | − | | f (x) | ↘ | 极小值 | ↗ | 极大值 | ↘ |

由上表可知 f (x)在
(
−∞,−1−

√
2
)
，
(
−1+

√
2,+∞

)
上单调递减，在

(
−1−

√
2,−1+

√
2
)

上单调递增.

(2) 令 g (x) = f (x)−ax− 1，g′ (x) = f ′ (x)−a=
(
−x2 − 2x+1

)
ex −a.

令 h (x) = g′ (x)，h′ (x) =
(
−x2 − 4x− 1

)
ex.

x⩾ 0 时，h′ (x)< 0，h (x) 在 (0,+∞) 上单调递减，h (0) = 1−a.

若 a⩾ 1，h (0)⩽ 0，x > 0 时 h (x)< 0，g (x) 在 (0,+∞) 上单调递减，g (x)< g (0) = 0，
满足题意；

若 a < 1，h (0)> 0，

h (x) =
(
1−x2

)
ex − 2xex −a,

令 x0 =max{1, |a|}，

h (x0)⩽−2x0ex0 −a <−2 |a|−a⩽−|a|⩽ 0,

h (x) 在 (0,x0) 上存在唯一零点 x= t，则 x∈ (0, t) 时，h (x)> 0，g (x) 在 (0, t) 上单调
递增，g (t)> g (0) = 0，不满足题意.

综上，a∈ [1,+∞).

14. 令 g (x) = f (x)−ax− 1 =
(
1−x2

)
ex −ax− 1．则 g′ (x) =

(
1− 2x−x2

)
ex −a．

令 h (x) = g′(x)，于是 h′ (x) =−
(
1+4x+x2

)
ex．

当 x∈ (0,+∞) 时，h′ (x)< 0，所以 h (x) 在 (0,+∞) 单调递减．

若 a ⩾ 1，则当 x ∈ [0,+∞) 时，h (x) ⩽ h (0) = 1− a ⩽ 0, 即 g′ (x) ⩽ 0，于是 g (x) ⩽ g (0) = 0，
从而 f (x)⩽ ax+1．满足题意。

若 a < 1，则 h (0) = 1−a > 0．而当 x⩾ 1 时

h(x) = (1− 2x−x2)ex −a <−x2ex + |a|<−ex + |a|= φ(x)

记 p = max{1, ln |a|}, 于是 f(p) < φ(p) = 0，故 h(x) 在 (0, p) 上存在唯一零点 x0，且当 x ∈
(0,x0) 时，h(x)> 0，即 g′(x)> 0，从而 g(x) 在 (0,x0) 单调递增，所以 g(x0)> g(0) = 0，即
f(x0)> ax0 +1，不符题意。

综上，a 的取值范围是 [1,+∞)．

15.（1）f (x) 的定义域为 (−∞,1)∪ (1,+∞)，对 f (x) 求导数得 f ′ (x) =
ax2 +2−a

(1−x)2
e−ax.
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（i）当 a= 2 时，f ′ (x) =
2x2

(1−x)2
e−2x，f ′ (x) 在 (−∞,0)，(0,1) 和 (1,+∞) 均大于 0，所以

f (x) 在 (−∞,1)，(1,+∞) 为增函数．

（ii）当 0< a< 2 时，f ′ (x)> 0，f (x) 在 (−∞,1)，(1,+∞) 为增函数．

（iii）当 a > 2 时，0<
a− 2

a
< 1．令 f ′ (x) = 0，解得 x1 =−

√
a− 2

a
，x2 =

√
a− 2

a
．当 x 变

化时，f ′ (x) 和 f (x) 的变化情况如下表：

x

(
−∞,−

√
a− 2

a

) (
−

√
a− 2

a
,

√
a− 2

a

) (√
a− 2

a
,1

)
(1,+∞)

f ′ (x) + − + +

f (x) 单调递增 单调递减 单调递增 单调递增

于是 f (x)在

(
−∞,−

√
a− 2

a

)
，

(√
a− 2

a
,1

)
，(1,+∞)为增函数，f (x)在

(
−

√
a− 2

a
,

√
a− 2

a

)
为减函数．

（2）（i）当 0< a⩽ 2 时，由（1）知：对任意 x∈ (0,1) 恒有 f (x)> f (0) = 1．

（ii）当 a > 2 时，取 x0 =
1

2

√
a− 2

a
∈ (0,1)，则由（1）知 f (x0)< f (0) = 1．

（iii）当 a⩽ 0时，对任意 x∈ (0,1)，恒有
1+x

1−x
> 1且 e−ax ⩾ 1，得 f (x)=

1+x

1−x
e−ax ⩾

1+x

1−x
> 1．

综上，当且仅当 a∈ (−∞,2] 时，对任意 x∈ (0,1) 恒有 f (x)> 1．

16.

17.（1）证明：令 g(x) = f ′(x)，即 g(x) = a− (x+1)ex。

当 x∈ (−∞,−1) 时，g(x)> a> 0，所以 g(x) 在 (−∞,−1) 内没有零点；

当 x∈ [−1,+∞)时，g′(x) =−(x+2)ex < 0，从而 g(x)在 [−1,+∞)单调递减，又因为 g(−1)=

a > 0，g(a) = a− (a+1)ea < 0，所以 g(x) 在 (−1,a) 内有零点 x0。

综上，f ′(x) 在 (−∞,+∞) 上存在唯一零点。当 x 变化时，f ′(x)，f(x) 的变化情况如下表：

x (−∞,x0) x0 (x0,+∞)

f ′ (x) + 0 −
f (x) ↗ ��� ↘

所以，f(x) 存在唯一的极值点 x0。

（2）设 h(x) = f(x)− a = ax− xex − a。由（1）可得 h(x) 的最大值为 h(x0)，其中 x0 满足
a= (x0 +1)ex0，且 x0 >−1。从而

h(x0) = (x2
0 +x0)ex0 −x0ex0 − (x0 +1)ex0 = (x2

0 −x0 − 1)ex0�

设 u(x) = (x2−x−1)ex，x∈ (−1,+∞)，可得 u′(x) = (x2+x−2)ex，令 u′(x) = 0，解得 x=1，
或 x=−2（舍去）。
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当 x 变化时，u′(x)，u(x) 的变化情况如下表：

x (−1,1) 1 (1,+∞)

u′ (x) − 0 +

u (x) ↘ ��� ↗

故 u(x) 的最小值为 u(1) =−e。

如果存在 a 使得 f(x) ⩽ a+ b 对任意 x ∈ R 成立，则 b ⩾ h(x0)。又因为 h(x0) = u(x0) ⩾ −e，
所以 b⩾−e。反之，当 b⩾−e 时，存在 a= 2e，使得 h(x) 在 x0 = 1 处取得最大值 −e，从而
b⩾ h(x) 对任意 x∈ R 成立。所以 b 的取值范围是 [−e,+∞)。

评：实测数据：本题难度为 0.24.
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第一章 函数

1.6 分析函数的基础方法

B 组

1.【2021 浙江 22 节选】

设 a,b 为实数，且 a > 1，函数 f (x) = ax − bx+ e2 (x∈ R).

(1) 求函数 f (x) 的单调区间；

(2) 若对任意 b > 2e2，函数 f (x) 有两个不同的零点，求 a 的取值范围；

(3) 当 a= e 时，证明：对任意 b > e4，函数 f (x) 有两个不同的零点 x1,x2，满足

x2 >
b lnb
2e2

x1 +
e2

b
.

2.【2022 武汉九调 22】已知函数 f(x) =
1

k
(x−k− 3)ex −x.

(1) 讨论 f(x) 的极值点个数；

(2) 当 f(x) 恰有一个极值点 x0 时, 求实数 k 的值, 使得 f(x0) 取到最大值.

3.【2023 全国乙卷理 21】函数 f(x) = (
1

x
+a) ln(1+x) 在 (0,+∞) 存在极值点, 求 a 的取值范围.

4. 已知函数 f(x) = sinx−xcosx−x, 判断其在 (−2π,2π) 上的零点个数.

5.【2014 四川理 21】已知函数 f(x) = ex −ax2 − bx− 1, 其中 a,b∈ R.

(1) 设 g(x) 是函数 f(x) 的导函数, 求函数 g(x) 在区间 [0,1] 上的最小值；

(2) 若 f(1) = 0, 函数 f(x) 在区间 (0,1) 内有零点, 求 a 的取值范围.

6. 已知函数 f(x) = ae−x + sinx−x.

(1) 若 f(x) 在 (0,2π) 单调递减, 求实数 a 的取值范围；

(2) 证明：对任意整数 a,f(x) 至多存在一个零点.

7.【2016 全国 II 卷理 21】

(1) 讨论函数 f(x) =
x− 2

x+2
ex 的单调性, 并证明当 x > 0 时 (x− 2)ex +x+2> 0；

(2) 证明：当 a ∈ [0,1) 时, 函数 g(x) =
ex −ax−a

x2
有最小值, 设 g(x) 的最小值为 h(a), 求

函数 h(a) 的值域.

8.【2017 全国 II 卷理 21】已知函数 f(x) = ax2 −ax−x lnx, 且 f(x)⩾ 0. 求 a, 并证明：f(x) 存

在唯一的极大值点 x0, 且 x0 满足
1

e2
< f(x0)<

1

4
.

9.【2016 江苏 19】已知函数 f(x) = ax + bx(0< a< 1, b > 1), 函数 g(x) = f(x)− 2 有且只有 1 个
零点, 求 ab 的值.
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10.【2023 新高考 II 卷 22】

(1) 证明：当 0< x< 1 时,x−x2 < sinx < x；

(2) 已知函数 f(x) = cosax− ln(1−x2), 若 x= 0 是 f(x) 的极大值点, 求 a 的取值范围.

11.【2018浙江 22】已知函数 f(x)=
√
x− lnx,若 a⩽ 3−4 ln2,证明：对于任意 k> 0,直线 y= kx+a

与曲线 y = f(x) 有唯一公共点.

12.【2015全国 I卷 21】已知函数 f(x)=x3+ax+
1

4
,g(x)=− lnx,设函数 h(x)=min{f(x), g(x)} (x>

0), 讨论 h(x) 的零点个数.

13.【2021 武汉五调 22】已知函数 f(x) = (x−a)2 +2 sinx−
7

4
, 讨论 f(x) 的零点个数.

14. 已知函数 f(x) = ae−x + lnx− 1,g(x) 为 f(x) 的导数.

(1) 讨论 g(x) 零点的个数；

(2) 设 x0 为 f(x) 的零点, 证明：当 0< x< 1 时,f(x)< g(x0).

15.【2015 四川理 21】已知函数 f(x) =−2(x+a) lnx+x2 − 2ax− 2a2 +a, 其中 a > 0.

(1) 设 g(x) 是 f(x) 的导函数, 讨论 g(x) 的单调性；

(2) 证明：存在 a ∈ (0,1), 使得 f(x) ⩾ 0 在区间 (1,+∞) 内恒成立, 且 f(x) = 0 在 (1,+∞)

内有唯一解.
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1.（1）对 f(x) 求导得到 f ′ (x) = ax lna− b，当 x < loga
b

lna
时，f ′ (x)< 0；当 x > loga

b

lna
时，

f ′ (x)> 0；因此 f (x) 单调递减区间为
(
−∞, loga

b

lna

)
，单调递增区间为

(
loga

b

lna
,+∞

)
.

f (x) = ex lna −
b

lna
(x lna)+ e2,

令 t= x lna，k =
b

lna
> 0，问题等价于 g (t) = et −kt+ e2 有两个零点.

g′ (t) = et −k，g (t) 在 (−∞, lnk) 上单调递减，在 (lnk,+∞) 上单调递增.

t⩽ 0 时，g (t)> e2 > 0，因此 g (t) 只可能在 (0,+∞) 上存在零点.

若 lnk ⩽ 0 也即 k ⩽ 1，g (t) 在 (0,+∞) 上单调递增，不满足题意；

若 lnk > 0 也即 k > 1，由于

g (0) = 1+ e2 > 0, g (k)> ek −k2 =

(
e k
2

)2

−k2 ⩾
( e
2
k

)2

−k2 > 0, 0< lnk < k,

因此问题等价于 g (lnk)< 0，即

k−k lnk+ e2 < 0.

令 h (x) = x−x lnx+ e2，h′ (x) =− lnx，h (x) 在 (1,+∞) 上单调递减，又 h
(
e2
)
= 0，

因此 k > e2，即 lna <
b

e2
，而

b

e2
> 2，因此 a⩽ e2，即 a∈

(
1,e2
]
.

2.

3. f (x) 在 (0,+∞) 有极值点等价于 h (x) =
ax2 +x

1+x
− ln (1+x) 在 (0,+∞) 上有变号零点。已知

h (0) = 0，对 h(x) 求导得到 h′ (x) =
x

(1+x)2
[ax+(2a− 1)] ,

（i）若 a⩽ 0，则当 x∈ (0,+∞) 时 ax+2a−1< 0，即 h′(x)< 0，于是 h′ (x)< 0，h (x) 单调递
减，h (x)< h (0) = 0，不符题意；

（ii）a⩾
1

2
，则当 x∈ (0,+∞) 时，ax+2a−1> 0，即 h′ (x)> 0，于是 h (x) 单调递增，h (x)>

h (0) = 0，不符题意；

（iii）若 0< a<
1

2
，则 0< x<

1

a
−2 时，h′ (x)< 0，h (x) 单调递减；x >

1

a
−2 时，h′ (x)> 0，

h (x) 单调递增.

可知 h

(
1

a
− 2

)
< h (0) = 0。又当 x > 1 时，有

h′(x)>
ax2 +ax

1+x
− ln(1+x) = ax− ln(1+x)> ax− ln2x > ax−

2
√
2x

e

设 x0 =max{1,
8

a2e2
}，于是有 f(x0)> 0，于是存在 x1 ∈ (

1

a
−2,x0)使得 h(x1) = 0，x1 是 h(x)

的一个变号零点，符合题意。

综上，a∈
(
0,

1

2

)
.
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注：另一种取点方法，先证明 ln(x+ 1) <
√
x，于是 h (x) > ax2+ax

1+x −
√
x = ax−

√
x，此时

h

(
1

a2

)
> 0。这是因为对于 ln(axn + b)，一定可以找到正常数 C，使得 ln(axn + b)<C

√
x 恒

成立。

4.

5. g (x) = ex − 2ax− b,g′ (x) = ex − 2a, 记 g (x) 在 [0,1] 上的最小值为 N , 方便起见以下只考虑区
间 [0,1]：

若 a⩽ 0,g′ (x)> 0,g (x) 单调递增,N = g (0) = 1− b；

若 0< a <
e
2
,0< x< ln2a 时 g′ (x)< 0,g (x) 单调递减；ln2a < x < 1 时 g′ (x)> 0,g (x) 单调递

增,N = g (ln2a) = 2a− 2a ln2a− b；

若 a⩾
e
2
,0< x< 1 时 g′ (x)< 0,g (x) 单调递减,N = g (1) = e− 2a− b；

综上,a⩽ 0 时,N = 1− b；0< a<
e
2
时,N = 2a− 2a ln2a− b；a⩾

e
2
时,N = e− 2a− b.

f (0) = 0,f (1) = 0,f (x) 在 (0,1) 上有零点, 因此 f (x) 在 (0,1) 上至少存在 3 个单调区间, 进而
g (x) 在 (0,1) 上至少有 2 个零点.

由（1）问可知 a⩽ 0 或 a⩾
e
2
时 g (x) 在 (0,1) 上单调, 不满足题意, 因此 0< a<

e
2
.

f (1) = 0⇒ b= e− 1−a,g
(
1

2

)
=

√
e−a− b=

√
e− e+1< 0.

若要 g (x) 在 (0,1) 上存在两个零点, 只需

{
g (0) = 1− b= 2+a− e> 0,

g (1) = e− 2a− b= 1−a > 0,

解得 e− 2< a< 1.

当 e−2< a< 1 时,g (x) 在 (0,1) 上有两个零点 x1,x2, 不妨令 x1 <x2, 对 f (x) , g (x) 列表如下：

x (0,x1) x1 (x1,x2) x2 (x2,1)

g (x) + 0 − 0 +

f (x) ↗ 极大值 ↘ 极小值 ↗

由 f (x1)> f (0) = 0,f (x2)< f (1) = 0 可知 f (x) 在 (x1,x2) 存在零点, 满足题意.

综上,a∈ (e− 2,1).

新答案（来源：021-040 简单单调性与简单极值最值.md）：

(1)

6.

7.（1）对 f(x)求导得到 f ′ (x)= ex
[
x− 2

x+2
+

4

(x+2)2

]
=

x2ex

(x+2)2
.当 x ̸=−2且 x ̸=0时,f ′ (x)> 0,

因此 f (x) 在 (−∞,−2),(−2,+∞) 上单调递增.
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于是当 x > 0 时,f (x)> f (0) =−1, 即 (x− 2)ex +x+2> 0, 问题得证.

（2）可知

g′ (x) =
(ex −a)x2 − 2x (ex −ax−a)

x4
=

(x− 2)ex +a (x+2)

x3
=

x+2

x3
[f (x)+a] .

令 φ (x) = f (x)+a, 根据 (1) 结论,φ (x) 单调递增, 又 φ (0) = a− 1< 0,φ (2) = a⩾ 0,

因此 φ (x) 在 (0,2] 上存在唯一零点 x0, 且在 (0,x0) 上 φ (x)< 0, 在 (x0,+∞) 上 φ (x)> 0, 即
g (x) 在 (0,x0) 上单调递减, 在 (x0,+∞) 上单调递增, 因此

h (a) = g (x0) =
ex0 −a (x0 +1)

x2
0

=

ex0 +(x0 +1)
x0 − 2

x0 +2
· ex0

x2
0

=
ex0

x0 +2
.

令 ϕ (x) =
ex

x+2
, 则 ϕ′ (x) =

ex (x+1)

(x+2)2
,，于是 x > 0 时 ϕ′ (x)> 0,ϕ (x) 在 (0,2] 上单调递增, 又

ϕ (0) =
1

2
,ϕ (2) =

e2

4
, 因此 h (a)∈

(
1

2
,
e2

4

]
.

新答案（来源：161-180 端点效应与隐零点.md）：

(1) f ′ (x) =
(
−x2 − 2x+1

)
ex，对 f ′ (x) 与 f (x) 列表如下：

| x |
(
−∞,−1−

√
2
)
| −1−

√
2 |
(
−1−

√
2,−1+

√
2
)
| −1+

√
2 |
(
−1+

√
2,+∞

)
|

|—|—|—|—|—|—| | f ′ (x) | − | 0 | + | 0 | − | | f (x) | ↘ | 极小值 | ↗ | 极大值 | ↘ |

由上表可知 f (x)在
(
−∞,−1−

√
2
)
，
(
−1+

√
2,+∞

)
上单调递减，在

(
−1−

√
2,−1+

√
2
)

上单调递增.

(2) 令 g (x) = f (x)−ax− 1，g′ (x) = f ′ (x)−a=
(
−x2 − 2x+1

)
ex −a.

令 h (x) = g′ (x)，h′ (x) =
(
−x2 − 4x− 1

)
ex.

x⩾ 0 时，h′ (x)< 0，h (x) 在 (0,+∞) 上单调递减，h (0) = 1−a.

若 a⩾ 1，h (0)⩽ 0，x > 0 时 h (x)< 0，g (x) 在 (0,+∞) 上单调递减，g (x)< g (0) = 0，
满足题意；

若 a < 1，h (0)> 0，

h (x) =
(
1−x2

)
ex − 2xex −a,

令 x0 =max{1, |a|}，

h (x0)⩽−2x0ex0 −a <−2 |a|−a⩽−|a|⩽ 0,

h (x) 在 (0,x0) 上存在唯一零点 x= t，则 x∈ (0, t) 时，h (x)> 0，g (x) 在 (0, t) 上单调
递增，g (t)> g (0) = 0，不满足题意.

综上，a∈ [1,+∞).

8.（1）f (x)⩾ 0 等价于 ax−a− lnx⩾ 0. 令 g (x) = ax−a− lnx，则 g′ (x) = a−
1

x
且 g(1) = 0.

若 a⩽ 0，则 g′(x) 取负值，g(x) 在 (0,+∞) 上单调递减，g (2)< g(1) = 0，不满足题意；
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若 a > 0，则当 0<x<
1

a
时，g′ (x)< 0，g (x)单调递减；当 x>

1

a
时，g′ (x)> 0，g (x)单调递

增. 当 a=1时，g (x)最小值为 g (1) = 0，于是 g(x)⩾ 0，满足题意；当 a> 1时，g
(
1

a

)
< g (1)，

不符题意；当 0< a< 1 时，g

(
1

a

)
< g (1)，不符题意；

综上，a= 1.

（2）可知 f (x)=x2−x−x lnx，f ′ (x)=2x−2− lnx. 令 h (x)= f ′ (x)，h′ (x)=2−
1

x
. 当 0<x<

1

2

时，h′ (x)< 0，h (x)单调递减；当 x>
1

2
时，h′ (x)> 0，h (x)单调递增.而 h

(
1

2

)
= ln2−1< 0，

又 h

(
1

e2
)
=

2

e2
> 0，h (1) = 0，因此 h (x) 在

(
1

e2
,
1

2

)
上存在唯一零点 t，对 f (x) , f ′ (x) 列表

如下：
x (0, t) t (t,1) 1 (1,+∞)

f ′(x) + 0 − 0 +

f(x) ↗ 极大值 ↘ 极小值 ↗

由上表可知 f (x) 有唯一极大值点 x = t. 问题即证
1

e2
< f (t) <

1

4
，t ∈

(
1

e2
,
1

2

)
. 可知 f (t) >

f

(
1

e2
)
=

1

e4
+

1

e2
>

1

e2
. 而由于 t 满足 f ′(t) = 0 即 ln t= 2t− 2，于是

f(t) = t2 − t− t ln t= t2 − t− t(2t− 2) =−
(
t−

1

2

)2

+
1

4
<

1

4
问题得证.

9. 对 g(x)求导得 g′(x) = ax lna+bx lnb= ax
[(

b
a

)x
lnb+ lna

]
。令 h(x) =

(
b
a

)x
lnb+ lna，则 h(x)

在 R 上单调递增，并有唯一零点 x0 =
ln(− lna)− ln lnb

lnb− lna
。当 x < x0 时 g 单调递减，当 x > x0

时 g 单调递增。

若 ab=1，则 x0 =0，且 g(0) = 0，所以 g(x)仅有零点 x=0，满足题意。若 ab ̸=1，则 x0 ̸=0且
g(x0)<g(0)= 0；取 x1 =max{x0+1, logb 2}、x2 =min{x0−1, loga 2}，有 g(x1)> 0、g(x2)> 0，
从而 g 在 (x2,x0) 和 (x0,x1) 上各有一个零点，不满足题意。

综上，ab= 1。

10. 令 g (x) = x− sinx，g′ (x) = 1− cos⩾ 0，故 g (x) 单调递增．当 x > 0 时，g (x)> g (0) = 0，即
sinx < x．

令 F (x) = x−x2 − sinx．当 0< x< 1 时，

F ′ (x) = 1− cosx− 2x= 2 sin2
x

2
− 2x < 2

(
x

2

)2

− 2x < 0,

故 F (x) 单调递减，F (x)<F (0) = 0，即 x−x2 < sinx．

综上，当 0< x< 1 时，x−x2 < sinx < x．

思路 1：（官方答案）因为 f (x) 是偶函数，不妨设 0< x< 1，又因为 cosax= cos (−ax)，不妨
设 a⩾ 0．

f ′ (x) =
2x−a

(
1−x2

)
sinax

1−x2
,
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x∈ (−1,1)，

分母 1−x2 > 0，只需讨论分子 2x−a
(
1−x2

)
sinax 的符号．令 h (x) = 2x−a

(
1−x2

)
sinax．

【第 (1) 问中的不等式为第 (2) 问做好了准备工作．】

当 x > 0 时，sinx < x，于是 h (x)⩾ 2x−a2x
(
1−x2

)
= x
(
2−a2 +a2x

)
，

当 0< x< 1 时，x−x2 < sinx，于是 h (x)< 2x−a2x
(
1−x2

)
(1−ax)．

【如果找到 δ∈ (0,1)，使得当 x∈ (0, δ)时，h (x)> 0，则 f ′ (x)> 0，故 f (x)在 (0, δ)单调递增，从
而 f (x)>f (0)，那么 x=0就不是 f (x)的极大值点．要使 h (x)> 0，只需 x

(
2−a2 +a2x2

)
> 0，

又 a2x2 > 0，所以只需考虑 2−a2 的符号，于是找到了分类讨论的标准
√
2．】

当 0⩽ a⩽
√
2时，h (x)⩾ x

(
2−a2 +a2x2

)
> 0．当 0<x< 1时，h (x)> 0，f ′ (x)> 0，故 f (x)

单调递增，从而 f (x)> f (0)，因此 x= 0 不是 f (x) 的极大值点．

当 a >
√
2 时，h (x)< 2x−a2x

(
1−x2

)
(1−ax)．

【为了找到 δ ∈ (0,1)，使得当 x∈ (0, δ) 时，h (x)< 0，只需 2x−a2x
(
1−x2

)
(1−ax)< 0，即(

1−x2
)
(1−ax)>

2

a2
．此不等式不容易解，继续进行不等式放缩：

(
1−x2

)
(1−ax)> (1−x) (1−ax)>

(1−ax)2，只需 (1−ax)2 >
2

a2
，解得 1−ax >

√
2

a
，即 0< x<

a−
√
2

a2
．】

于是当 0< x<
a−

√
2

a2
时，

h (x)< 2x−a2x
(
1−x2

)
(1−ax)< x

[
2−a2 (1−ax)2

]
< 0,

从而 f ′ (x)< 0，故 f (x) 在

(
0,

a−
√
2

a2

)
单调递减．

又因为 f (x) 是偶函数，故 x= 0 是 f (x) 的极大值点．

综上，a 的取值范围是
(
−∞,

√
2
)
∪
(√

2,+∞
)
．

思路 2：（Fiddie 答案）f (x) 定义域为 (−1,1) 的偶函数，求导数可得

f ′ (x) =−a sin (ax)+
2x

1−x2
=−a sin (ax)+

1

1−x
−

1

1+x
.

并且 f ′ (0) = 0．

� 若 0⩽ a⩽
√
2，取 b=min

{
1,

1

a

}
，则当 x∈ (0, b) 时，

f ′ (x)⩾−a ·ax+
2x

1−x2
= x

(
−a2 +

2

1−x2

)
> x
(
−a2 +2

)
⩾ 0.

所以 f (x) 在 (0, b) 上单调递增．因此 x= 0 不是 f (x) 的极大值点．

� 若 a >
√
2，则当 x∈

(
0,

a−
√
2

a2

)
时，

f ′ (x)<−a
(
ax−a2x2

)
+

2x

1−x2
= x

(
−a2 (1−ax)+

2

1−x2

)
.
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令 u (x) =−a2 (1−ax)+
2

1−x2
，x∈

(
0,

a−
√
2

a2

)
．则 u′ (x) = a3 +

4x

(1−x2)
2
> 0．

所以 u (x) 在

(
0,

a−
√
2

a2

)
上单调递增，从而

u (x)< u

(
a−

√
2

a2

)
=−a2 +a3 ·

a−
√
2

a2
+

2

1− (a−
√

2)2

a4

=
√
2a

(
−1+

√
2a3

a4 −
(
a−

√
2
)2
)

=
√
2a ·

√
2a3 −a4 +

(
a−

√
2
)2

a4 −
(
a−

√
2
)2

=
√
2a ·

(
−a3 +a−

√
2
)(

a−
√
2
)

a4 −
(
a−

√
2
)2

令 v (a) = −a3 + a−
√
2，a >

√
2，则 v′ (a) = −3a2 +1 < −3 ·

(√
2
)2

+1 < 0，所以 v (a) 在(√
2,+∞

)
上单调递减，则 v (a)< v

(√
2
)
=−2

√
2< 0．

因此，当 a>
√
2时，u (x)< 0恒成立，从而 f ′ (x)<xu (x)< 0恒成立，则 f (x)在

(
0,

a−
√
2

a2

)
上单调递减．由 f (x) 是偶函数，则 f (x) 在

(
−a−

√
2

a2

)
上单调递增，因此 x= 0 是 f (x) 的

极大值点．

� 若 a < 0，注意到 f (x) = cos (−ax)− ln
(
1−x2

)
，此时可归结为 a > 0 的情形．由前面的讨论

可知 −a >
√
2 即 a <−

√
2．

综上，a 的取值范围是 a∈
(
−∞,−

√
2
)
∪
(√

2,+∞
)
．

新答案（来源：181-200 隐零点与构造函数.md）：

(1) f ′ (x) =
2xe2x −a

x
，令 g (x) = 2xe2x − a，问题即讨论 g (x) 在 (0,+∞) 上零点的个数，

显然 g (x) 在 (0,+∞) 上单调递增.

a⩽ 0 时，x > 0 有 g (x)> g (0) =−a⩾ 0，g (x) 在 (0,+∞) 上没有零点；

a > 0 时，g (0)−a < 0，g

(
a

2

)
= a (ea − 1)> 0，g (x) 在 (0,+∞) 上有一个零点.

综上，a⩽ 0 时，f ′ (x) 没有零点；a > 0 时，f ′ (x) 有一个零点.

(2) 由 (1) 问知 a > 0 时 f ′ (x) 唯一零点 x0，且 0< x < x0 时，f ′ (x)< 0，f (x) 单调递减；
x > x0 时，f ′ (x)> 0，f (x) 单调递增，因此 f (x)⩾ f (x0) = e2x0 −a lnx0.

2x0e2x0 −a=0⇒ e2x0 =
a

2x0
⇒ 2x0 = lna− ln2x0 ⇒− lnx0 =2x0− lna+ ln2=2x0+ ln

2

a
.

因此 f (x0) =
a

2x0
+2ax0 +a ln

2

a
⩾ 2a+a ln

2

a
，问题得证.
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也可以用类似上题的办法解决掉参数，要证 f (x0) ⩾ 2a+ a ln
2

a
，只需用 x0 表示 a，那

么不等式左右两边就只含有 x0 一个未知数了：

f ′ (x0) = 0⇒ a= 2x0e2x0 .

f (x0)⩾ 2a+a ln
2

a
⇔ e2x0 −2x0e2x0 lnx0 ⩾ 4x0e2x0 +2x0e2x0 ln

1

x0e2x0
⇔ (2x0 − 1)2 ⩾ 0.

显然成立.

11. 由 x > 0，即证

h (x) =

√
x− lnx−a

x
−k

有唯一零点.

h′ (x) =
lnx−

√
x
2

− 1+a

x2
,

令

φ (x) = lnx−
√
x

2
− 1+a=−g (x)− 1+a,

由 (1) 问知 φ (x) 在 (0,16) 上单调递增，在 (16,+∞) 上单调递减，x ̸= 16 时

φ (x)<φ (16) =−3+4 ln2+a⩽ 0,

h (x) 在 (0,+∞) 上单调递减，h (x) 至多有一个零点，下证 h (x) 存在零点：

a⩽ 3− 4 ln2< 1⇒ h (x)>
− lnx−a

x
−k >

− lnx− 1

x
−k.

因此

h
(
e−k−1

)
>

k

e−k−1
−k = k

(
ek+1 − 1

)
> 0;

令 x3 =max
{

1

k2
,e|a|

}
，则

h (x3) =
1

√
x3

−k−
lnx3 +a

x3
⩽ 0−

|a|+a

x3
⩽ 0.

因此 h (x) 在
(
e−k−1,x3

]
上存在零点，问题得证.

12.

13. f ′ (x) = 3x2 +a, 设 y = f (x) 与 x 轴相切于 (x0,0).

依题意

{
f ′ (x0) = 3x2

0 +a= 0,

f (x0) = x3
0 +ax0 +

1
4
= 0,
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解得

{
a=− 3

4
,

x0 = 1
2
.

即当 a=−
3

4
时,x 轴为曲线 y = f (x) 的切线.

14. x > 1 时,h (x)⩽ g (x)< 0, 因此只需考虑 (0,1] 区间.

f (1)⩾ 0 也即 a⩾−
5

4
时,h (1) = g (1) = 0,x= 1 是 h (x) 的零点；

f (1)< 0 也即 a <−
5

4
时,h (1) = f (1)< 0,x= 1 不是 h (x) 的零点；

0< x< 1 时,g (x)> 0, 因此 h (x) 与 f (x) 在 (0,1) 上有相同零点.

令

φ (x) =
f (x)

x
= x2 +

1

4x
+a,

则 h (x) 与 φ (x) 在 (0,1) 有相同零点.

φ′ (x) =
8x3 − 1

4x2
,

0< x<
1

2
时 φ′ (x)> 0,φ (x) 单调递减,

1

2
< x< 1 时 φ′ (x)< 0,φ (x) 单调递增,

φ

(
1

2

)
=

3

4
+a, φ (1) =

5

4
+a.

若 a >−
3

4
,φ (x) 在 (0,1) 上无零点；

若 a=−
3

4
,φ (x) 在 (0,1) 上有一个零点；

若 −
5

4
< a<−

3

4
,

φ

(
1

4 |a|

)
=

1

16a2
+ |a|+a > 0,

φ

(
1

2

)
< 0, φ (1)> 0,

φ (x) 在
(
0,

1

2

)
,
(
1

2
,1

)
上各有一个零点；

若 a⩽−
5

4
,

φ

(
1

4 |a|

)
=

1

16a2
+ |a|+a > 0,
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φ

(
1

2

)
< 0, φ (1)⩽ 0,

φ (x) 在
(
1

2
,1

)
上有一个零点.

综上,a∈
(
−∞,−

5

4

)
∪
(
−

3

4
,+∞

)
时,h (x) 有 1 个零点；

a=−
5

4
或 a=−

3

4
时,h (x) 有 2 个零点；

a∈
(
−

5

4
,−

3

4

)
时,h (x) 有 3 个零点.

15.

16.

17.（1）由 g (x) =−2 lnx− 2−
2a

x
+2x− 2a，g′ (x) =

2
(
x2 −x+a

)
x2

比较容易得到：

a⩾
1

4
时，g (x) 在 (0,+∞) 上单调递增；

0<a<
1

4
时，g (x)在

(
0,

1−
√
1− 4a

2

)
，

(
1+

√
1− 4a

2
,+∞

)
上单调递增，在

(
1−

√
1− 4a

2
,
1+

√
1− 4a

2

)
上单调递减. 具体过程略.

（2）由 (1) 问可知 g (x) 在 (1,+∞) 上单调递增。g (1) =−4a < 0，现在我们还要找一个特殊点
α 使得 g (α)> 0，那么这显然就要对 lnx 放缩一下才容易找到这个特殊点，观察式子形式可知
证一下 2 lnx < x 即可：

x > 1 时，g′ (x)> 0，g (x) 单调递增.

令 h (x)= x−2 lnx，h′ (x)= 1−
2

x
，0<x< 2时，h′ (x)< 0，h (x)单调递减；x> 2时，h′ (x)> 0，

h (x) 单调递增，因此 h (x)⩾ h (2) = 2− ln2> 0，即 −2 lnx >−x.

因此 g (x)> x−
2a

x
− 2a− 2.

g (1) =−4a < 0, g (2a+3)> 2a+3−
2a

2a+3
− 2a− 2 =

3

2a+3
> 0.

因此 g (x)在 (1,+∞)上有唯一零点 x0，且 f (x)在 (1,x0)上单调递减，(x0,+∞)上单调递增.
问题即证存在 a∈ (0,1)，存在 x0 使得 g (x0) = 0，f (x0) = 0.

g (x0) = 0⇒ lnx0 = x0 −
a

x0
−a− 1,

f (x0) =−2(x0 +a)

(
x0 −

a

x0
−a− 1

)
+x2

0 − 2ax0 − 2a2 +a= 0.

整理得 x3
0 +2ax2

0 − 2x2
0 − 5ax0 − 2a2 = 0，即 (x0 +2a)

(
x2
0 − 2x0 −a

)
= 0.

x0 +2a > 0 可知 a= x2
0 − 2x0，lnx0 = x0 −

x2
0 − 2x0

x0
−x2

0 +2x0 − 1 =−x2
0 +2x0 +1.

令 φ (x) = lnx+ x2 − 2x− 1，φ′ (x) =
1

x
+ 2x− 2 ⩾ 2

√
2− 2 > 0，因此 φ (x) 单调递增，又

φ (2) = ln2− 1< 0，φ (e) = e2 − 2e> 0，因此 x0 ∈ (2,e).

lnx0 +x2
0 − 2x0 − 1 = 0⇒ lnx0 +a− 1 = 0⇒ a= 1− lnx0,
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即 0< a< 1− ln2，因此存在 0< a< 1，x0 > 1 使得 f (x0) = 0，g (x0) = 0，问题得证.

应该说，本题是隐零点问题的集大成者，中间用了多次代换，有些是部分代换，有些是整体代换，
这样有同学就要问了，那么我怎么知道什么时候部分代换什么时候整体代换呢？这就要考虑代换
的目的，就是我们总是奔着让式子更简明的方向去代换，比如第一步，我们只是将 lnx0 部分进行
了代换，原因是我们如果仍将 a表示为 x0 的表达式去代入 f (x0)，那这个计算量就太大了，观察
一下可以发现，f (x0) 唯一比较难以处理的就是 lnx0，如果将 lnx0 变成代数式的表达形式，我
们就可能利用因式分解对 f (x0) 进行进一步化简整理，后面还有先证明 lnx0+x2

0−2x0−1 = 0

在 (1,+∞) 上有解，简单的应用零点定理，我们只能得到 2< x0 < e 这个范围，如果直接代入
a = x2

0 − 2x0 中，得到 0 < a < e2 − 2e，不能确定 a 与 1 的大小关系，于是我们进一步观察
lnx0+x2

0−2x0−1 = 0，发现如果将 x2
0−2x0 替换成 a，立刻就得到 a= 1− lnx0 < 1− ln2< 1

了，这样就完成了证明.

本题中比较难的一步是 x3
0 +2ax2

0 − 2x2
0 − 5ax0 − 2a2 = 0 的因式分解，如果对代数式有一定敏

感性，可以注意到如下关系：

g (x0) = 0⇒ x0 lnx0 −x2
0 +ax0 +x0 +a= 0,

f (x0) = 0⇒−2(x0 +a) lnx0 +x2
0 − 2ax0 − 2a2 +a= 0.

两式相加得 (−x0 − 2a) lnx0 − (a− 1)x0 − 2a (a− 1) = 0，即

(x0 +2a) (lnx0 +a− 1) = 0,

a= 1− lnx0，代入 x0 lnx0 −x2
0 +ax0 +x0 +a= 0 即得

−x2
0 +2x0 − lnx0 +1= 0,

进而得到 x0 ∈ (2,e)，a∈ (0,1− ln2).
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B 组

1. 已知函数 f(x) = ex−a(x2 −ax+ b)(a,b∈ R).

（1）若 a= 2, 当 x⩾ 0 时,f(x)⩾ 0, 求 b 的取值范围；

（2）若 {x | f(x) = a}= {x | f(f(x)) = a} ̸=∅, 求 a 的取值范围.

2.【2018 全国 III 卷理 21】已知函数 f(x) = (2+x+ax2) ln(1+x)− 2x.

（1）若 a= 0, 证明：当 −1< x< 0 时,f(x)< 0；当 x > 0 时,f(x)> 0；

（2）若 x= 0 是 f(x) 的极大值点, 求 a.

（Q1）在使用一般方法完成后, 请看下面的命题及其证明, 利用这一信息尝试再给出一种解法.

命题 设 f(x) = g(x)h(x) 且 f(x0) = φ(x0) = 0. 若 g(x0)> 0, 则 f(x) 在 x0 取极值的类型（极
大/极小）与 φ(x) 完全一致.

证明. 先证明 f(x) 在 x0 取极大值 =⇒ φ(x) 在 x0 取极大值：

考虑 x= 0 的一个邻域 U(0, δ), 在这个邻域中, 有 g(x)> 0, 故：

f(x)⩽ f(0) ⇐⇒ g(x) ·φ(x)⩽ 0

因为 g(x)> 0, 不等式两边同除以 g(x) , 得 φ(x)⩽ 0, 又 φ(0) = 0, 有

φ(x)⩽ φ(0)

由此可说明 x0 是 φ(x) 的极大值.

同理可证明：f(x) 在 x0 取极小值 =⇒ φ(x) 在 x0 取极小值： □

3.【2023“fiddie”模拟测试 22】设函数 f(x) = e−x sinx+ax,g(x) 是 f(x) 的导函数.

(1) 求 g(x) 的所有极值点；

(2) 若 f(x) 在区间 (0,+∞) 中有且只有 2k(k ∈ N∗) 个极值点, 求 a 的取值范围；

(3) 若 f(x) 在区间 (0,+∞) 中有且只有 k(k ∈ N∗) 个极值点, 求 a 的取值范围.

4.【2025 深圳高三模拟 18】已知函数 f(x) = ln(x+a)+ e−bx −a(a,b∈ R).

(1) 是否存在 a,b, 使得 x= 0 为 f(x) 极值点？

(2) 若 1< a< 2,x0 为 f(x) 的最小零点, 证明：当 x∈ (−a,0) 时,f(x)< f ′(x0).

5. 已知函数 f(x) = ex|x2 −a|(a⩾ 0).

（1）当 a= 1 时, 求函数 f(x) 的单调递减区间；

（2）若方程 f(x) =m 恰有一个正数解与一个负数解, 当 a 变化时, 求实数 m 的最大值.
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杂 题

1.【2013 湖南理 16 改编】（多选）设函数 f(x) = ax+ bx− cx,其中 c > a> 0, c > b > 0,若 a,b, c是
∆ABC 的三条边长, 则下列叙述中正确的是

(A) ∃x∈ (−∞,1) : f(x)< 0

(B) f(x) 只有一个零点

(C) ∃x∈ R, 使 ax, bx, cx 不能構成一个三角形的三条边长

(D) 若 ∆ABC 为钝角三角形, 则 ∃x∈ (1,2), 使 f(x) = 0

2.【2025 温州二模 17】已知函数 f(x) = ln(x+1)+
ax

x+1
(a∈ R).

(1) 若 f(x) 在区间 (−1,0) 上恰有一个零点, 求 a 的取值范围；

(2) 当 a > 0 时, 解方程 f ′(x)− f(x) =

√
5− 1

2
− ln

√
5+1

2
.

3.【2026 海淀二模 20】已知函数 f(x) =
x+a

sinx+2
, 其中 a∈ R.

(1) 当
π

2
< a⩽ 2 时, 求证：对任意 x∈ [−

π

2
,
π

2
], f(x)<

2a

3
；

(2) 若关于 x 的方程 f ′(x) = 1 在区间 [−
π

2
,
π

2
] 上有且仅有 1 个解, 求 a 的最小值.

4. 已知函数 f(x) = ex − ax,g(x) = lnx− ax,a ∈ R, 记函数 F (x) = f(x)− g(x) 的最小值为 m, 求
G(x) = ex − em lnx 的最小值.

5. 设 a > 0 且 a ̸= 1, 函数 f(x) =
1+ loga x
loga(x+1)

存在极值点 x0。

(1) 求 a 的取值范围；

(2) 求 x0 + f(x0) 的最小值。

6.【2013 天津理 20】已知函数 f(x) = x2 lnx.

(1) 证明: 对任意的 t > 0, 存在唯一的 s, 使 t= f(s)；

(2) 设 (2) 中所确定的 s 关于 t 的函数为 s= g(t), 证明: 当 t > e2 时, 有
2

5
<

lng(t)
ln t

<
1

2
.

7.【2022 北京 20】已知函数 f(x) = ex ln(1+x).

(1) 设 g(x) = f ′(x), 讨论函数 g(x) 在 [0,+∞) 上的单调性；

(2) 证明：对任意的 s.t∈ (0,+∞), 有 f(s+ t)> f(s)+ f(t).

8.【2021 全国乙卷理 20】证明：g(x) =
x+ ln(1−x)

x ln(1−x)
< 1

9. 设 a > 0, 且 a ̸= 1, 函数 f(x) = sinax−a sinx.

(1) 若 f(x) 在区间 (0,2π) 上有唯一的极值点 x0, 证明：f(x0)<min{2aπ, (1−a)π}.

(2) 若 f(x) 在区间 (0,2π) 上没有零点, 求 a 的取值范围.

10.【2025 台州二模 19】函数 f(x)的定义域为 D,记 f(x)的图象在点 (a,f(a))处的切线方程为 y=

ga(x),定义集合 Pf =

{
a∈D|∀x ̸= a,

f(x)− ga(x)

x−a
> 0

}
,Qf =

{
a∈D|∀x ̸= a,

f(x)− ga(x)

x−a
< 0

}
.
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(1) 若 f(x) = ex, 求证：Pf =∅；

(2) 若 f(x) = (x2 +2x)ex, 求 Pf ∪Qf , 并说明理由.

11.【2022T8 联考 22】已知函数 f(x) = a lnx− sinx+x,a ̸= 0, 设 θ ∈ (π,
3π

2
), 且 cosθ = 1+ θ sinθ,

证明：当 θ2 sinθ < a < 0 时,f(x) 在 (0,2π) 恒有两个极值点.

12.
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1.

2.

3.

4.

5.

6. 新答案（来源：021-040 简单单调性与简单极值最值.md）：

(1) f ′ (x) = x (2 lnx+1).

0< x<
1
√e
时，f ′ (x)< 0；x >

1
√e
时，f ′ (x)> 0.

f (x) 单调递减区间为
(
0,

1
√e

)
，单调递增区间为

(
1
√e

,+∞
)
.

(2) 由 0< x⩽ 1 时 f (x)⩽ 0，f (s) = t > 0 可知 s > 1，又 f (x) 在 (1,+∞) 单调递增，因此
至多有一个 s 满足 f (s) = t，下证存在 s 满足 f (s) = t：

f (1) = 0< t，f
(√

e2 + t

)
=
(
e2 + t

)
ln
√

e2 + t > e2+ t > t，因此存在 s∈
(
1,
√

e2 + t

)
满足 f (s) = t.

(3) 问是一道看起来很绕的题目，但只要保持沉着冷静，简单分析一下就发现没有难度：

t= f (s)⇒
lng (t)
ln t

=
lns

lnf (s)
=

lns
2 lns+ ln lns

=
1

2+ ln lns
lns
，只需证 0<

ln lns
lns

<
1

2
：

由（2）问知 s > 1，若 1< s ⩽ e，则 f (s) ⩽ f (e) = e2 < t，不满足题意，因此 s > e 即

lns > 1，
ln lns
lns

> 0；

令 h (x)=
lnx
x
，h′ (x)=

1− lnx
x2

，0<x< e时 h′ (x)> 0,h (x)单调递增；x> e时，h′ (x)<

0,h (x) 单调递减，h (lns)⩽ h (e) =
1

e
<

1

2
，问题得证.

新答案（来源：061-080 极值零点数列与切割函数图像.md）：

(1)

f ′ (x) =

{
3x2 −a− 5, x⩽ 0

(3x−a) (x− 1) , x > 0

−1< x⩽ 0 时，f ′ (x)< 3−a− 5⩽ 0，f (x) 单调递减；

0< x< 1 时，f ′ (x)< 0，f (x) 单调递减；

x > 1 时，f ′ (x)> 0，f (x) 单调递增；

易见 f (x) 在 x= 0 处不间断，因此 f (x) 在区间 (−1,1) 内单调递减，在区间 (1,+∞)

内单调递增.

(2) 不妨令 f ′ (x1) = f ′ (x2) = f ′ (x3) =m，且 x1 < x2 < x3

即 y= f ′ (x)的图像与直线 y=m有三个交点，且从左至右三个交点的横坐标为 x1,x2,x3.

令 g1 (x) = 3x2 −a− 5(x⩽ 0) , g2 (x) = (3x−a) (x− 1) = 3x2 − (a+3)x+a (x > 0)
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g1 (x) 单调递减，g2 (x) 在
(
0,

a+3

6

)
上单调递减，在

(
a+3

6
,+∞

)
上单调递增，因此

y = m 与 y = g1 (x) 在 (−∞,0) 上有一个交点，横坐标为 x1；y = m 与 y = g2 (x) 在(
0,

a+3

6

)
,

(
a+3

6
,+∞

)
上各有一个交点，横坐标分别为 x2,x3.

x2,x3 是关于 x 的一元二次方程 g2 (x) =m 的两根因此 x2 +x3 =
a+3

3
；

g1 (x1) =m< g2 (0)⇒ 3x2
1 −a− 5< a⇒ x1 >−

√
5+2a

3

只需证 −

√
5+2a

3
+

a+3

3
⩾−

1

3
，当 a∈ [−2,0] 时，

−

√
5+2a

3
+

a+3

3
⩾−

1

3
⇔

√
5+2a

3
⩽

a+4

3
⇔ 3(5+2a)⩽ (a+4)2 ⇔ (a+1)2 ⩾ 0

显然成立，问题得证.

7.

8.

9.

10.

11.

12.
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