
第一章 函数

1.1 函数的相关概念

1.1.1 函数的定义

提到函数, 你的脑海中或许会浮现出一条灵动的曲线, 例如一次函数 y = x 对应直线, 二
次函数 y = x2 对应抛物线。对于某些简单的函数,我们可以直接作出其图象来呈现相关性质.
然而在历史上随着数学的发展，出现了相当一部分不能用图象描述的函数，那么我们必须要
在先前理解的基础上更进一步，于是催生了函数的现代定义，即函数是一种特殊的映射，高
中所接触的函数一般是建立在两个非空数集上的映射。自然地，函数应当满足映射的定义,即
每个自变量 x 在该法则下有唯一确定的因变量 y.

1.1.2 显函数与隐函数

如果函数的因变量可以由自变量经数学演算直接表达, 那么称它为显函数, 若 y 是自变
量 x 的函数, 那么可记作 y = f(x), 多变量函数可以写成 v = F (x, y, z), 这表示 v 是变量
x, y, z 的函数. 如果函数不是通过自变量直接表出, 而只有一个方程表示函数值和自变量的值
的关系, 那么称它为隐函数, 例如, 变量 x, y 满足方程 y sin x = cos(x − y)，则 y 是自变量 x

的隐函数. 显函数和隐函数之间并无严格界限, 有时可以从隐函数解出显函数, 但隐函数方程
的求解可能较为困难, 并且解出的显函数在形式上也可能较为繁杂, 因而发生了一些用隐函数
直接处理问题的研究.

1.1.3 反函数

研究问题时, 依据问题研究的主要对象,x, y 有时需要表示成 y = f(x) 的形式, 有时也需
要表示成 x = g(y) 的形式. 例如在自由落体运动中, 如果想从已知时间 t 解出路程 s, 那么考
虑函数 s = f(t) =

1

2
gt2. 反过来, 如果想从已知路程 s 解出下落时间 t, 那么考虑把 s = f(t)

化为 t = g(s) =

√
2s

g
.这里的函数 f, g 是同一种关系的不同表示,称这样两个函数“互为反函

数”.于是要想得到 y = f(x), x ∈ D的反函数，只需从 y = f(x)中解出 x = f−1(y)，由于自变
量习惯上常用 x表示，而函数值常用 y表示，因此通常把该函数改写为 y = f−1(x), x ∈ f(D)

的形式.
从函数是特殊映射这一角度出发，可知反函数的定义与可逆映射基本相同。也就是说，设

函数 y = f(x) 的定义域为 D，y = f(x) 的反函数（如果存在的话）y = f−1(x) 满足：对任
意 x ∈ D，都有 f−1(f(x)) = x,，对任意 x ∈ f(D)，都有 f(f−1(x)) = x.
对于连续函数，有下述判断其反函数是否存在的定理。

定理 1.1.1 (反函数存在定理). 连续函数 y = f(x)存在反函数当且仅当它是严格单调递增（严
格单调递减）的, 该反函数也是严格单调递增（严格单调递减）的.1

1在后续部分将给出严格证明.
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第一章 函数

1.1 函数的相关概念

习 题

A 组

1.【2016 全国 II 卷文 10】下列函数中,其定义域和值域分别与函数 y= 10lgx 的定义域和值域相同
的是

(A) y = x (B) y = lgx (C) y = 2x (D) y =
1

√
x

2.【2025 北京 7】已知函数 f(x) 的定义域为 D, 则“函数 f(x) 的值域为 R”是“对任意 M ∈ R,
存在 x0 ∈D, 使得 |f(x0)|>M”的

(A) 充分不必要条件 (B) 必要不充分条件

(C) 充分必要条件 (D) 既不充分也不必要条件

3.【2011 广东文 10】设 f(x), g(x),h(x) 是 R 上的任意实值函数. 定义如下两个函数 (f ◦ g)(x) 和
(f • g)(x)：对任意 x∈ R, (f ◦ g)(x) = f(g(x))；(f • g)(x) = f(x)g(x), 则下列等式恒成立的是

(A) ((f ◦ g)•h)(x) = ((f •h)◦ (g •h))(x) (B) ((f • g)◦h)(x) = ((f ◦h)• (g ◦h))(x)

(C) ((f ◦ g)◦h)(x) = ((f ◦h)◦ (g ◦h))(x) (D) ((f ◦ g)•h)(x) = ((f •h)• (g •h))(x)

4.【2011 北京理 8】设 A(0,0),B(4,0),C(t+4,4),D(t,4) (t∈R). 记 N(t)为平行四边形 ABCD 内
部 (不含边界) 的整点的个数, 其中整点是指横、纵坐标都是整数的点, 求函数 N(t) 的值域.

5.【2013 大纲全国卷 4】已知函数 f(x) 的定义域为 (−1,0), 求函数 f(2x+1) 的定义域.

6. 定义在 {0,1} 上的两个函数 f(x) = x2, g(x) = x3 是同一个函数吗？

7. 证明：如果函数 y = f(x) 存在反函数 y = f−1(x), 则它们的图象关于 y = x 对称.

8. 三角函数的反函数称为反三角函数，其中 y= sinx(−
π

2
⩽x⩽

π

2
), y= cosx(0⩽x⩽π), tanx(−

π

2
<

x<
π

2
) 的反函数分别记作 y = arcsinx,arccosx,arctanx, 写出这三个函数的定义域与值域，并画

出草图.
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1. D. 可知函数 y = 10lgx 的定义域为 (0,+∞)；而 10lgx = x，所以该函数的值域为 (0,+∞)．

逐一考察选项：y= x的定义域、值域均为 R；y= lgx的定义域为 (0,+∞)而值域为 R；y= 2x

的定义域为 R 而值域为 (0,+∞)，三者均与给定函数不同．y =
1

√
x
定义域为 (0,+∞)，值域为

(0,+∞)，符合。因此选 D．

2. A. 充分性：因为 f (x) 的值域是 R，所以对任意 M ∈ R，存在 x0 ∈D 使得 f (x0) = |M |+1，
故 |f (x0)|= |M |+1>M，从而充分性成立．

必要性：考虑函数 f (x)=
√
x，D= [0,+∞)，则对任意M ∈R，取 x0 =M2+1∈D，则 |f (x0)|=√

M2 +1>M．但是 f (x) 的值域不是 R．必要性不成立．

3. B. 对于 B：((f • g)◦h)(x) = (f • g)(h(x)) = f(h(x))g(h(x)) = ((f ◦h)• (g ◦h))(x), 故 B 恒成
立．

对于 A：左边 ((f ◦g)•h)(x) = f(g(x))h(x)，右边 ((f •h)◦ (g•h))(x) = f(g(x)h(x))h(g(x)h(x))．
取 f(x) = g(x) = x，h(x) = 2，则左边为 2x，右边为 4x，当 x ̸= 0 时二者不相等，A 不恒成立．

对于 C：左边 ((f ◦g)◦h)(x) = f(g(h(x)))，右边 ((f ◦h)◦ (g◦h))(x) = f(h(g(h(x))))．取 f(x) =

g(x) = x，h(x) = x+1，则左边为 x+1，右边为 x+2，二者不恒相等，故 C 不成立．

对于 D：左边 ((f ◦ g) • h)(x) = f(g(x))h(x)，右边 ((f • h) • (g • h))(x) = f(x)h(x)g(x)h(x) =

f(x)g(x)[h(x)]2．取 f(x) = g(x) = h(x) = x，则左边为 x2，右边为 x4，D 不恒成立．

综上，恒成立的等式为 B．

4. {9,11,12} 直线 AD 的方程为 x=
t

4
y，直线 BC 的方程为 x= 4+

t

4
y．因此对 k= 1,2,3，水

平线 y = k 被平行四边形截得的内部线段为开线段
(
kt

4
, 4+

kt

4

)
，内部整点只能出现在这三条

水平线上．

记 f(m)为开区间 (m,m+4)内整数的个数．若m∈Z，则该区间内的整数为m+1,m+2,m+3，
共 3 个；若 m /∈ Z，则区间内恰有 4 个整数．于是

N(t) = f

(
t

4

)
+ f

(
t

2

)
+ f

(
3t

4

)
.

注意到
t

4
+

t

2
=

3t

4
，所以

t

4
,
t

2
,
3t

4
中任意两个为整数时，第三个也必为整数，因而其中整数的

个数只能是 0,1,3，不能恰为 2．

当三者全为整数时，取 t= 0，此时 N(t) = 3+3+3= 9；当三者中恰有一个为整数时，取 t= 2，

则
t

4
=

1

2
，

t

2
= 1，

3t

4
=

3

2
，此时 N(t) = 4+3+4 = 11；当三者全不是整数时，取 t= 1，此时

N(t) = 4+4+4 = 12．于是函数 N(t) 的值域为 {9,11,12}．

5. (−1,−
1

2
) 解题的关键在于根据同一函数只能对同一范围内的自变量作用，得出一个简单不等

式．由 f (x) 的定义域为 (−1,0)，所以 −1< 2x+1< 0，解得 −1< x<−
1

2

6. 是同一个函数. 判断两个函数是否为同一个函数，要看它们的定义域是否相同，并且在定义域
内的每一个点上对应的函数值是否都相同．本题中两个函数的定义域都是 {0,1}．当 x = 0 时，
f(0) = 02 = 0，g(0) = 03 = 0；当 x= 1 时，f(1) = 12 = 1，g(1) = 13 = 1．两个函数在定义域的
每个点上的函数值都相等，所以它们是同一个函数．
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7. 函数 y = f(x) 的图象为点集 Gf = {(x,f(x)) | x∈D}，函数 y = f−1(x) 的图象为点集 Gf−1 =

{(y,f−1(y)) | y∈R}．任取 P (x0, f(x0))∈Gf，记 y0 = f(x0)，则 x0 = f−1(y0)，于是点Q(y0,x0)

在 Gf−1 上；而 Q恰为 P 关于直线 y= x的对称点（关于 y= x对称正是交换横、纵坐标），反
之亦然。于是两个图象上的点关于直线 y= x一一对应地互为对称点，所以它们的图象关于直线
y = x 对称．

8.（1）y = arcsinx：定义域 [−1,1]，值域
[
−

π

2
,
π

2

]
；

（2）y = arccosx：定义域 [−1,1]，值域 [0,π]；

（3）y = arctanx：定义域 R，值域
(
−

π

2
,
π

2

)
．

草图如下：

x

y

−1 1

π
2

−π
2

（1）y = arcsinx

x

y

−1 1

π
2

π

（2）y = arccosx

x

y
π
2

−π
2

（3）y = arctanx
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1.1 函数的相关概念

B 组

1 到 3 题重点考察函数的定义。

1.【2015 浙江 7】存在函数 f(x) 满足, 对于任意 x∈ R, 都有

(A) f(sin2x) = sinx (B) f(sin2x) = x2 +x (C) f(x2 +1) = |x+1| (D) f(x2 +2x) = |x+1|

2.【2018 上海 16】设 D 是含数 1 的有限实数集, f(x) 是定义在 D 上的函数. 若 f(x) 的图象绕原
点逆时针旋转

π

6
后与原图象重合, 则在以下各项中, f(1) 的可能取值只能是

(A)
√
3 (B)

√
3

2
(C)

√
3

3
(D) 0

3.【2025 温州一模 8】已知点 A(2,0),B(0,2).P (m,n) 在曲线 x=
√

1− y2 上, 记 ∠APB = α, 则
存在函数 f(x), 对曲线上任意一点 P 都有

(A) m= f(α) (B) α= f(m) (C) n= f(α) (D) α= f(n)

4.【2026 上海春 16】对函数 y = f(x), 定义集合 Af = {(x,y)|y ⩾ f(x),x∈D}, 对平面点集 M , 若
存在 (x0, y0) ∈M , 使得对任意 (x,y) ∈M 都有 y0 ⩽ y, 则称 (x0, y0) 为 M 的“最低点”, 对于
定义在 R 的两个函数 f(x), g(x), 下列叙述正确的是.

(A) 若 y = f(x) 和 y = g(x) 都有最小值, 则 Af ∩Ag 有最低点

(B) 若 Af ∩Ag 有最低点, 则 y = f(x) 和 y = g(x) 都有最小值

(C) 若 y = f(x) 或 y = g(x) 有最小值, 则 Af ∪Ag 有最低点

(D) 若 Af ∪Ag 有最低点, 则 y = f(x) 或 y = g(x) 有最小值

5.（多选）设 n ∈ N∗, 函数 f(x) = ln [sin(πx) · sin(2πx) · · · · · sin(nπx)] 的定义域为 D. 记 E =D∩
[0,1]. 两个集合 A,B 不交指的是 A∩B =∅. 则

（A）若 n= 2, 则 f(x) 是定义在 D 上的偶函数

（B）若 n= 2, 则 f(x) 在 x=
1

3
处取到最大值

（C）若 n= 4, 则 E 可表示成 4 个两两不交的开区间的并

（D）若 n= 6, 则 E 可表示成 6 个两两不交的开区间的并

6.【2025“fiddie”模拟考 11】（多选）给定空间中的一个多面体 Γ. 为了衡量 Γ 与正方体的接近程
度, 需要定义一个衡量的指标 f(Γ), 满足：（1）f(Γ)∈ [0,1]；（2）当 Γ 是正方体时,f(Γ) = 1. 记
Γ0 为包含 Γ 的最小正方体, 下面几种 f(Γ) 的定义方式中, 满足（1）（2）的是

1.1 函数的相关概念 1



(A) f(Γ) =
63 × (Γ 的体积)2

(Γ 的表面积)3
(B) f(Γ) =

Γ0 的所有棱长之和
Γ 的所有棱长之和

(C) f(Γ) =
Γ 的体积
Γ0 的体积

(D) f(Γ) =
Γ 的最短棱的长度
Γ 的最长棱的长度

7.【2013 福建 10 改编】设 S,T 是 R 的两个非空子集, 如果存在一个从 S 到 T 的函数 y = f(x) 满
足：（i）T = {f(x) | x∈ S}；（ii）对任意 x1,x2 ∈ S, 当 x1 < x2 时, 恒有 f(x1)< f(x2), 那么称
这两个集合是“保序同构”的.

(1) 证明下列集合是“保序同构”的：

(a).A= N∗,B = N (b).A= [−1,3],B = {−8}∪ (0,10] (c).A= (0,1),B = R

(2) 证明集合 A= Z,B =Q 不是“保序同构”的.

8. 解答下述问题：

(1)【2011 上海理 14】设函数 y = f(x)的定义域为 D,若将函数 y = f(x)的图象绕坐标原点
逆时针方向旋转角 θ(0⩽ θ ⩽ α),得到曲线 C,若对于每一个旋转角 θ,曲线 C 都是某个函
数的图象, 求 α 的最大值；

(2) 将函数 y = f(x) 的图象绕坐标原点逆时针方向旋转角 θ(0⩽ θ <
π

2
) 得到曲线 C. 设命题

甲：曲线 C可以被某个函数 g(x)表示；命题乙：对任意 b∈R,关于 x的方程：f(x)= kx+b

解的个数不超过 1, 其中 k =
1

tanθ
.

i. 证明：甲是乙的充要条件；
ii. 若将“绕原点旋转”这一条件改为“绕平面内任一点旋转”, 上述结论是否仍然成
立？

9. 已知连续函数 f(x) 的定义域为 I, 设集合 A= {x∈ R | f(x) = x},B = {x∈ R | f(f(x)) = x}.

(1) 如果 f(x) 是严格单调递增函数, 证明：A=B

(2) 如果 A,B 都是有限集, 证明：|B|− |A| 是偶数.
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1. D.

对 A：取 sin2x= 0，则 x 可以等于 0 或
π

2
以及其他值，sin0 = 0, sin

π

2
= 1，于是 0 对应了两

个不同的值：0 和 1，不符合函数定义。故 A 不成立。

对 B 同理：取 sin2x= 0 可推出不符合函数定义，故 B 不成立。

对 C 同理：取 x2 +1= 1 可推出不符合函数定义，故 C 不成立。

对 D：令 t= x2+2x，则 |x+1|=
√

(x+1)2 =
√
t+1，对每一个 t 都有唯一的值

√
t+1 与之

对应，符合函数定义，故 D 正确。

2. B. 考虑到有旋转操作，把 P 写成极坐标 P = r(cosφ, sinφ) 可知道，若 P 是函数图象上一点，

则把 P 累次绕原点逆时针旋转
π

6
得到的 12 个点也在函数图象上.

容易发现，如果累次旋转得到的点中存在横坐标相等，纵坐标互为相反数的一对点，那么就出现
了定义域中的一个值对应了两个不同值的情况，这是不符合函数定义的.

若 f(1) = 0，则该点对应的极角为 0，其累次旋转得到的点中存在极角为 ±
π

6
的点，于是不符函

数定义。f(1) =
√
3,

√
3

3
也是同理，不符合函数定义。于是选 B。（容易验证，B 选项对应的情

况是可以取到的。）

3. D.

4. D. 记 h(x) =max{f(x), g(x)}，则 Af ∩Ag 为满足 y ⩾ h(x)的点 (x,y)全体，Af ∪Ag 为满足
y ⩾ f(x) 或 y ⩾ g(x) 的点 (x,y) 全体。

D正确：若 (x0, y0)是 Af ∪Ag 的最低点，不妨设 (x0, y0)∈Af，则 y0 ⩾ f(x0)。又对任意 x∈R，
点 (x,f(x))∈Af ⊆Af ∪Ag，由最低点的定义得 y0 ⩽ f(x)；特别地 y0 ⩽ f(x0)。于是 y0 = f(x0)，
且对一切 x 有 f(x0)⩽ f(x)，即 f 在 x0 处取到最小值。若最低点属于 Ag，同理可得 g 取到最
小值。故 D 正确。

A错误：取 f(x) =
1

|x|
（补充定义 f(0) = 0），g(x) =

1

|x− 1|
（补充定义 g(1) = 0），两者在 R上

都有最小值 0。但 Af ∩Ag = {(x,y) | y ⩾ h(x)}，而 h(x)> 0恒成立（f(x)⩽ 0仅在 x= 0成立，
此时 g(0) = 1> 0；g(x)⩽ 0 仅在 x= 1 成立，此时 f(1) = 1> 0），且当 x→+∞ 时 h(x)→ 0。
故 Af ∩Ag 中纵坐标的下确界为 0 却取不到，没有最低点。

B 错误：取 f(x)≡ 1，g(x) = e−x2
。f 有最小值 1，而 g 无最小值（下确界为 0 但取不到）。此

时因 e−x2
⩽ 1，有 Af ∩Ag = {(x,y) | y ⩾ 1}，它有最低点（如 (0,1)），但 g 没有最小值。

C错误：取 f(x)≡ 0，g(x) =−ex。f 有最小值 0，但 Ag = {(x,y) | y ⩾−ex}中当 x→+∞时
纵坐标可以任意小，故 Af ∪Ag 没有最低点。

5. ACD. 记 Pn(x) =

n∏
k=1

sin(kπx)，则 f(x) = lnPn(x)，定义域 D = {x | Pn(x)> 0}。

A正确：n=2时，P2(x) = sin(πx) sin(2πx) = 2 sin2(πx)cos(πx)，故 x∈D 当且仅当 sin(πx) ̸=0

且 cos(πx)> 0。若 x∈D，则 −x∈D，且

f(−x) = ln [sin(−πx) sin(−2πx)] = ln [sin(πx) sin(2πx)] = f(x),

故 f 在 D 上是偶函数。

1.1 函数的相关概念 3



B 错误：n= 2 时，在 (0,1) 内有 D∩ (0,1) =

(
0,

1

2

)
，此时

f(x) = ln2+2 ln sin(πx)+ lncos(πx),

求导得 f ′(x) = 2π cot(πx)−π tan(πx)，f ′′(x) =−2π2 csc2(πx)−π2 sec2(πx)< 0，故 f ′ 严格递
减。又 lim

x→0+
f ′(x) = +∞，而

f ′
(
1

3

)
= π

(
2cot

π

3
− tan

π

3

)
= π

(
2
√
3
−

√
3

)
< 0,

故 f ′ 在
(
0,

1

3

)
内有唯一零点 x0，f 在 x0 处取最大值（事实上 x0 =

arctan
√
2

π
≈ 0.304），不

在 x=
1

3
处取最大值，故 B 错误。

C正确：n= 4时，在 (0,1)上 sin(πx)> 0恒成立，其余各因子的符号如下表（+表示正，−表
示负）：

区间 sinπx sin2πx sin3πx sin4πx 乘积

(0,1/4) + + + + +

(1/4,1/3) + + + − −
(1/3,1/2) + + − − +

(1/2,2/3) + − − + +

(2/3,3/4) + − + + −
(3/4,1) + − + − +

故乘积为正的区间为

E =

(
0,

1

4

)
∪
(
1

3
,
1

2

)
∪
(
1

2
,
2

3

)
∪
(
3

4
,1

)
,

恰为 4 个两两不交的开区间（其中
1

2
处 sin(2πx) = 0，不属于 D），故 C 正确。

D 正确：n= 6 时，各因子在 (0,1) 上的符号如下表：

区间 sinπx sin2πx sin3πx sin4πx sin5πx sin6πx 乘积

(0,1/6) + + + + + + +

(1/6,1/5) + + + + + − −
(1/5,1/4) + + + + − − +

(1/4,1/3) + + + − − − −
(1/3,2/5) + + − − − + −
(2/5,1/2) + + − − + + +

(1/2,3/5) + − − + + − −
(3/5,2/3) + − − + − − +

(2/3,3/4) + − + + − + +

(3/4,4/5) + − + − − + −
(4/5,5/6) + − + − + + +

(5/6,1) + − + − + − −

故乘积为正的区间为

E =

(
0,

1

6

)
∪
(
1

5
,
1

4

)
∪
(
2

5
,
1

2

)
∪
(
3

5
,
2

3

)
∪
(
2

3
,
3

4

)
∪
(
4

5
,
5

6

)
,
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恰为 6 个两两不交的开区间（其中
(
3

5
,
2

3

)
与

(
2

3
,
3

4

)
在 x=

2

3
处相邻但不交，因为 sin(3πx)

在该点等于 0），故 D 正确。

综上选 ACD。

6. CD. 对于 A 选项, 考虑底面边长为 a= 2、高为 h= 2
√
3 的正六棱柱 Γ, 则正六棱柱的表面积

是 12 ·
√
3

4
a2+6ah=36

√
3,体积是 6 ·

√
3

4
a2h=36. 所以 f(Γ) =

63 × 362

(36
√
3)3

=
2
√
3
> 1,不满足条

件 1. 更极端地, 对于一个球, 可以在球面上取任意多个点构成一个近似的多面体, 则球与这个多
面体的体积和表面积都可以任意接近. 半径为 1 的球的体积是

4

3
π, 表面积是 4π. 所以, 当 Γ 为

球时, 此时 f(Γ) =
63 × 16

9
π2

(4π)3
=

6

π
> 1, 不满足条件 1.A 错误.

对于 B 选项, 考虑边长为 1 的正方体 Γ0 中的正四面体 Γ, 则正方体的所有棱长之和为 12, 正四
面体的所有棱长之和为 6

√
2, 且 Γ0 是包含 Γ 的最小正方体. 从而 f(Γ) =

√
2> 1. 更极端地, 考

虑一个长度为
√
3、宽和高均为 c 的长方体形状的“木棒”Γ1, 其中 c > 0 待定. 则 Γ1 无法放进

边长为 1 的正方体, 所以包含 Γ1 的最小正方体边长大于 1, 这个正方体的棱长之和大于 12. 而

Γ1 的所有棱长之和为 4
√
3+8c, 则 f(Γ1)>

12

4
√
3+8c

. 当 c <

√
3

4
时,f(Γ1)>

12

6
√
3
=

2
√
3
> 1,

不满足条件 1.B 错误

对于 C 选项, 若 Γ 不是正方体, 则 Γ0 所围区域完全覆盖了 Γ 所围区域, 所以 0⩽ f(Γ)< 1. 而如
果 Γ 是正方体, 则 f(Γ) = 1, 满足条件 1,2,C 正确.

对于 D 选项, 因为正方体的所有棱长相等, 故 f(Γ) = 1. 另外长度是大于 0 的, 且最短棱的长度
不超过最长棱的长度, 所以 f(Γ) ∈ (0,1], 满足 ��. 注：如果 Γ 是正多面体（正四面体、正六面
体、正八面体、正十二面体、正二十面体）, 那么 D 选项中的 f(Γ) = 1.D 正确.

Fiddie 评：原创题. 本题的命制灵感源于 2019 年左右的教育部新高考命题标准样题第 15 题. 然
而此题开放性过大, 难以进行批改. 因此改成多选题的形式, 设计了四个定义域是全体多面体的
函数,让考生判断这四个函数是否满足条件 1,2. 判断它们正确需要严格的证明；而判断它们错误
则具有开放性, 考生可以举出各种不同的多面体例子来说明命题错误.

在设计之初,本题考虑的是平面上的图形,但是考虑到样子和课程标准的教学范围差距太大,而改
为考虑空间中的立体图形.

实际上,本题仍有进一步探索的空间,因为本题的设计没有引入半序,导致可以定义一些非常平凡
的函数, 如 f(Γ) = 1. 感兴趣的同学可以探究各种满足要求的不同的定义方法中的半序会是什么
样.

【命题标准样题 15】两位同学在研究三角形时, 分别用三角形的周长和面积刻画三角形三个顶点
的“集中程度”, 你认为这两位同学的刻画方式更合理的是 (△)；请你再给出一种刻画三角形三
个顶点的“集中程度”的方式：(△).

7.（1）这里只给出函数 f 的构造，读者可自行验证其满足“保序同构”的性质。

(a) 取 f(n) = n− 1。

(b) 取 f(−1) =−8，且当 −1< x⩽ 3 时 f(x) =
5

2
(x+1)。

(c) 取 f(x) = tan
(
πx−

π

2

)
。
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（2）假设存在从 Z 到 Q 的满足“保序同构”性质的函数，且 f(p1) = q1, f(p2) = q2, p1, p2 ∈
Z, q1, q2 ∈Q，根据性质（i）有 [q1, q2]∩Q= [p1, p2]∩Z(∗)，由于两个有理数之间存在无穷个有
理数，而两个正整数之间的正整数是有限个，(∗)式不可能成立，故集合 A= Z,B =Q不是“保
序同构”的.

评：在解决问题前不妨思考，题中设问涉及了哪些数学概念？数学概念本身有何性质？概念之间
有何联系⋯⋯这些都可以作为解题的抓手.在完成习题后,也应对题目展现的,但未考察尽的联系
与性质尝试给出推广,以本题为例,不妨进一步提问：两个有理数之间是否存在无穷个无理数？两
个无理数之间是否存在无穷个有理数？两个实数之间是否存在无穷个有理数与无穷个无理数？如
何给出严格的证明呢？

如果不考虑所谓“保持次序”，能否在 Z 与 Q 之间建立双射？1

8.（1）先给出一般判据：把图象上任意两点的连线称为图象的一条弦。图象绕原点逆时针旋转 θ 后
仍是某个函数的图象，当且仅当图象中不存在方向角为

π

2
− θ 的弦：若存在这样的弦，旋转后

它变成竖直线，其上至少有两个图象点，违反“函数图象与竖直线至多交于一点”的要求；反之，
若不存在这样的弦，则旋转后任意竖直线与曲线至多交于一点，曲线就是某个函数的图象。

（1）αmax = arctan 2

3
. 对 y+2=

√
4+6x−x2两边平方，得 (x−3)2+(y+2)2 =13(y+2⩾ 0)，

于是图象是以 (3,−2)为圆心、
√
13为半径的圆上从 (0,0)到 (6,0)的一段圆弧（位于圆心上方），

可以求出原点 O 处的切线斜率为
3

2
, 可以想象，将该图象与上述切线一同逆时针旋转 θ 时，如

果该切线越过 y 轴到达左侧，那么图象上将存在两个横坐标相同，纵坐标不同的点，于是该图象
不能表成某函数图象。于是 θ 的最大值为 arctan

2

3
。

（2）（i）直线族 Lb : y = kx+ b 中每条直线的倾斜角为 arctank = arctan 1
tanθ = π

2
− θ. 将图象与

直线族 Lb 共同绕原点逆时针旋转 θ 后，Lb 的方向角变为
π

2
，即 Lb 被旋转成竖直线；反过来，

任意竖直线都是某个 Lb 绕原点顺时针旋转 θ 后得到的结果。而曲线 C 是某个函数的图象当且
仅当旋转后的图象与每条竖直线至多交于一点，这等价于每条 Lb 与原图象至多交于一点，即对
任意 b∈ R，方程 f(x) = kx+ b 至多有一个解。故甲与乙互为充要条件。

（ii）结论仍然成立。绕平面内任一点逆时针旋转 θ，每条直线的方向角仍然增加 θ，方向的变化
与旋转中心无关，旋转中心只影响直线的位置（平移）；在选定旋转中心的前提下，直线族 {Lb}
与竖直线族之间仍保持一一对应关系，因此上述充要关系依然成立。

9.（1）先证 A⊆B：若 x∈A，则 f(x) = x，于是 f(f(x)) = f(x) = x，故 x∈B，所以恒有 A⊆B。

设 x∈B，记 y= f(x)，则 f(y)= f(f(x))=x。若 y ̸=x，当 y >x时，由 f 严格递增得 f(y)>f(x)，
即 x > y，与 y > x 矛盾；当 y < x 时，得 f(y)< f(x)，即 x < y，与 y < x 矛盾。故 y = x，即
x∈A，于是 B ⊆A，综上 A=B。

（2）由 A⊆B 得 |B|−|A|= |B \A|。记 C =B \A= {x | f(f(x)) = x且f(x) ̸= x}。对任意 x∈C，
令 y = f(x)，则 y ̸= x，下面证明 y ∈C。

可知 f(f(y)) = f(f(f(x))) = f(x) = y, 又 f(y) = f(f(x)) = x ̸= y，故 y ∈ C。这说明若 x ∈ C，
则 f(x)∈C，于是可得出：若 f(x)∈C，则 f(f(x)) = x∈C，这说明 x,f(x)是成对出现的，于
是 C 可被划分成若干两两不交的二元集合，所以 |C| 为偶数，即 |B|− |A| 是偶数。

1这一问题已经在第一章的拓展阅读中回答了。
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第一章 函数

1.1 函数的相关概念

C 组

1.【2009 上海理 22】已知函数 y= f−1 (x)是 y= f (x)的反函数。定义：若对给定的实数 a (a ̸= 0) ,

函数 y = f (x+a) 与 y = f−1 (x+a) 互为反函数，则称 y = f (x) 满足“a 和性质”；若函数
y = f (ax) 与 y = f−1 (ax) 互为反函数，则称 y = f (x) 满足“a 积性质”。

(1) 判断函数 g (x) = x2 (x > 0) 是否满足“1 和性质”，并说明理由；

(2) 求所有满足“2 和性质”的一次函数；

(3) 设函数 y = f (x) (x > 0) 对任何 a > 0, 满足“a 积性质”。求 y = f (x) 的表达式。
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