
第一章 集合、映射与逻辑初步

1.7 从解方程到一元多项式环

本章简介 我们从初中一年级开始就体会到，用字母 x 或 y 表示未知数，通过列方程和解方
程求出未知数的值，对于解决实际问题非常有用。解方程是古典代数学研究的中心问题，一
次方程与二次方程自不必多言，初中阶段的课本已给出其求解公式与诸情况的讨论。我们一
般认为，对于三次及以上的方程的基本方法是把方程左端的多项式因式分解。例如在复数域
中解四次方程 x4 +1 = 0。先把方程左端的多项式因式分解为 (x2 +

√
2x+1)(x2 −

√
2x+1)。

于是 x4 + 1 = 0 的全部解是 x1 =

√
2

2
(−1 + i)，x2 = −

√
2

2
(1 + i)，x3 =

√
2

2
(1 + i)，

x4 =

√
2

2
(1 − i)。为了把多项式因式分解，就需要研究多项式组成的集合，对于加法和乘法

运算，它的结构是怎样的？

1.7.1 一元多项式环的概念

同学们熟悉的多项式，它的系数是实数。例如 x4 +1, x2 +
√
2x+1, x2 − 2x+1, . . .。同学

们还知道，在多项式的等式中，x可以用任一实数代入，例如 (x−1)2 = x2−2x+1，x用 200
代入，从而 (200−1)2 = 2002−2 ·200+1，由此简便地计算出 1992 = 40000−400+1 = 39601。
为了使多项式的应用更广，我们来考虑系数属于任一数域 K（或任一域 F）的多项式，并

且使得在多项式的等式中，x不仅可以用数域 K 中的数（或域 F 中的元素）代入，而且还可
以用数域 K（或域 F）上的 m 级矩阵 A 等代入。为此对于多项式的概念作如下的定义。

定义 1.7.1. 设 F 是一个域，x 是一个不属于 F 的符号。域 F 上的一元多项式是指形如
anx

n + an−1x
n−1 + · · · + a1x + a0 的表达式，其中 n ∈ N，ai ∈ F，i = 0, 1, . . . , n，并且

an 6= 0，或者 an = an−1 = · · · = a0 = 0。两个这样的表达式相等，规定为它们除去系数为
零的项外其余项的系数都相等。此时，符号 xk 称为第 k 次项，a0 称为零次项，也称为常数
项。系数全为 0 的多项式称为零多项式，记为 0。

在多项式 f(x) = anx
n + · · ·+a0 中，如果 an 6= 0，那么称 anx

n 为 f(x)的首项，称 n为
f(x)的次数，记做 deg f(x)。零多项式的次数定义为−∞，并规定−∞ < n，(−∞)+n = −∞，
(−∞) + (−∞) = −∞，其中 n 是任意非负整数。
零次多项式如 a，其中 a ∈ F 且 a 6= 0（即 a ∈ F ∗），可以把零次多项式 a 与 F 中的非

零元 a 等同看待。域 F 上的所有一元多项式组成的集合记做 F [x]。
类似于初中数学讲的多项式的加法和乘法，在 F [x]中规定加法和乘法运算如下：设 f(x) =∑n

i=0
aix

i，g(x) =
∑m

i=0
bix

i，不妨设 n ≥ m，则 f(x)+g(x) :=
∑n

i=0
(ai+bi)x

i，f(x)g(x) :=∑n+m

s=0
⩽ ft

(∑
i+j=s

aibj
)
xs。

容易验证，上面所定义的多项式的加法与乘法满足下列运算规则：

1. f(x) + g(x) = g(x) + f(x)（加法交换律）；

2.
(
f(x) + g(x)

)
+ h(x) = f(x) +

(
g(x) + h(x)

)
（加法结合律）；
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3. 0 + f(x) = f(x) + 0 = f(x)；

4. 若 f(x) =
∑n

i=0
aix

i，定义 −f(x) =
∑n

i=0
(−ai)x

i，则 f(x) + (−f(x)) = (−f(x)) +

f(x) = 0，称 −f(x) 是 f(x) 的负元素；

5. f(x)g(x) = g(x)f(x)（乘法交换律）；

6. f(x)
(
g(x)h(x)

)
=

(
f(x)g(x)

)
h(x)（乘法结合律）；

7. 1f(x) = f(x)1 = f(x)，其中 1 是域 F 的单位元；

8. f(x)
(
g(x) + h(x)

)
= f(x)g(x) + f(x)h(x)，

(
g(x) + h(x)

)
f(x) = g(x)f(x) + h(x)f(x)

（左分配律、右分配律）。

因此，F [x] 成为一个有单位元的交换环，称为域 F 上的一元多项式环。一元多项式的减
法运算规定如下：f(x) − g(x) := f(x) + (−g(x))。
一元多项式的重要特点是它有次数的概念。多项式的运算与次数的关系如下。

命题 1.7.2. 设 f(x), g(x) ∈ F [x]，则 deg(f(x)+g(x)) ⩽ max{deg f(x), deg g(x)}，deg(f(x)g(x)) =
deg f(x) + deg g(x)。

证明. 如果 f(x)或 g(x)是零多项式，结论显然。设 f(x) =
∑n

i=0
aix

i，g(x) =
∑m

i=0
bix

i，其中
an 6= 0, bm 6= 0，不妨设 n ≥ m。由加法公式，deg(f(x)±g(x)) ⩽ n = max{deg f(x), deg g(x)}。
又因为 anbm 6= 0，anbmxn+m 是 f(x)g(x) 的首项，所以 deg(f(x)g(x)) = n + m。 □
由命题 1 的证明可看出，如果 f(x) 6= 0, g(x) 6= 0，那么 f(x)g(x) 6= 0。因此 F [x] 没有

非零的零因子，并且可以得到一元多项式的乘法满足消去律，即

命题 1.7.3. 若 f(x)g(x) = f(x)h(x)，且 f(x) 6= 0，则 g(x) = h(x)。

证明.
由 f(x)g(x) = f(x)h(x)可得 f(x)(g(x)−h(x)) = 0。由于 f(x) 6= 0，所以 g(x)−h(x) = 0，

即 g(x) = h(x)。
□

在 F [x] 中，(x− 1)2 = x2 − 2x+ 1，设 A 是域 F 上的 r 级矩阵，I 是域 F 上的 r 级单
位矩阵，则 (A − I)2 = A2 − 2A + I。由此看出，在 F [x] 中，不定元 x 可以用域 F 上的 r

级矩阵 A 代入。

定理 1.7.4. 设 A是域 F 上的任一个 r级矩阵。如果在 F [x]中有下列等式：f(x)+g(x) = h(x)，
f(x)g(x) = p(x)，那么用矩阵 A 代入后仍有 f(A) + g(A) = h(A)，f(A)g(A) = p(A)。

证明.
设 f(x) =

∑n

i=0
aix

i，g(x) =
∑m

i=0
bix

i，不妨设 n ≥ m。按定义，h(x) =
∑n

i=0
(ai+bi)x

i，
p(x) =

∑n+m

s=0
(
∑

i+j=s
aibj)x

s。又 f(A) =
∑n

i=0
aiA

i，g(A) =
∑m

i=0
biA

i，所以 h(A) =∑n

i=0
(ai + bi)A

i，p(A) =
∑n+m

s=0
(
∑

i+j=s
aibj)A

s。根据矩阵的加法、数乘和乘法的运算法则，
立即得到 f(A) + g(A) = h(A) 及 f(A)g(A) = p(A)。

□
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类似地，如果 F [x] 中有等式 f(x) + g(x) = h(x)、f(x)g(x) = p(x)，则 x + c、xm 以及
q(x) 都可以分别代入，得到相应的等式。这种性质是一元多项式环 F [x] 的通用性质。

习题 2.1
1. 在 F [x]中，如果 f(x) = cg(x)，其中 c ∈ F ∗，试问：f(x)与 g(x)的次数有什么关系？

2. 在 F [x]中，如果 f(x)g(x) = c，其中 c ∈ F ∗，试问：f(x)与 g(x)的次数有什么关系？

3. 在 F [x] 中，如果 f(x) 与 g(x) 的次数都是 3，试问：f(x) + g(x) 的次数一定是 3 吗？

4. 证明：F [x]中一个元素 f(x) 是可逆当且仅当 f(x) 是零次多项式，即 f(x) = a，其中
a ∈ F ∗。

5. 在复数域中解下列方程：

(1) x4 − 4 = 0；

(2) x3 + 1 = 0。

6. 在 Z2[x] 中，计算：

(1) (x + 1)2；

(2) x(x + 1)(x2 + x + 1)。

7. 在 Z2[x] 中，把下列多项式因式分解：

(1) x2 + 1；

(2) x4 + x；

(3) x3 + x2 + x + 1。

1.7.2 带余除法，整除关系

在域 F 上的一元多项式环 F [x] 中，可以做加法、减法、乘法运算，但不能做除法。例
如在 R[x] 中，用 g(x) = x2 + 2x − 1 去除 f(x) = 2x3 + 3x2 + 5 是除不尽的，结果为
2x3 + 3x2 + 5 = (2x − 1)(x2 + 2x − 1) + (4x + 4)。
从这个例子受到启发，类比上一章整数带余除法的相关定理，猜想有下述定理：

定理 1.7.5. 设 f(x), g(x) ∈ F [x]，且 g(x) 6= 0，则在 F [x]中存在唯一的一对多项式 h(x), r(x)，
使得 f(x) = h(x)g(x) + r(x)，deg r(x) < deg g(x)。

式中的 h(x), r(x) 分别称为 g(x) 除 f(x) 所得的商式、余式。
既然域 F 上一元多项式环 F [x]也有带余除法，这使我们直觉判断 F [x]与整数环 Z有类

似的结构。下面我们运用类比推理研究 F [x]的结构。类比推理在日常生活中经常运用，而数
学的思维方式告诉我们，类比推理的结果是真是假，必须进行论证。
若余式 r(x) = 0，则称 g(x) 整除 f(x)，类比整数环中的整除概念，得到下述定义。
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定义 1.7.6. 设 f(x), g(x) ∈ F [x]，如果存在 h(x) ∈ F [x]，使得 f(x) = h(x)g(x)，那么称 g(x)

整除 f(x)，记做 g(x) | f(x)；否则称 g(x) 不能整除 f(x)，记做 g(x) ∤ f(x)。当 g(x) | f(x)
时称 g(x) 是 f(x) 的一个因式，称 f(x) 是 g(x) 的一个倍式。

特别地，0 | 0，因为 0 = 0 · f(x)。对任意 b ∈ F ∗，b | f(x)，∀f(x) ∈ F [x]，即任意一个
零次多项式都是任一多项式的因式。

问题 1.1 判断整除关系是否具有反身性、对称性、传递性。

定义 1.7.7 (相伴). 在 F [x] 中，如果 g(x) | f(x) 且 f(x) | g(x)，那么称 f(x) 与 g(x) 相伴，
记做 f(x) ∼ g(x)。

在 F [x] 中，怎样的两个多项式才相伴呢？首先探索 f(x) 与 g(x) 相伴的必要条件。设
f(x) ∼ g(x)，则 g(x) | f(x) 且 f(x) | g(x)。于是存在 h1(x), h2(x) ∈ F [x]，使得 f(x) =

h1(x)g(x)，g(x) = h2(x)f(x)。由此得出 f(x) = h1(x)h2(x)f(x)。若 f(x) 6= 0，则两边消去
f(x) 得 1 = h1(x)h2(x)。
于是 0 = deg h1(x) + deg h2(x)。从而 deg h1(x) = deg h2(x) = 0。因此 h1(x) = c，对某

个 c ∈ F ∗，于是 f(x) = cg(x)。若 f(x) = 0，则 g(x) = 0。从而相伴的必要条件是：存在
c ∈ F ∗，使得 f(x) = cg(x)。
显然，(3) 式也是 f(x) 与 g(x) 相伴的充分条件。于是我们证明了下述命题：

命题 1.7.8. 在 F [x] 中，f(x) ∼ g(x) 当且仅当存在 c ∈ F ∗，使得 f(x) = cg(x)。

类似于整数环的情形，在 F [x] 中，整除关系还具有下述性质：

命题 1.7.9. 在 F [x] 中，如果 g(x) | fi(x)，i = 1, 2, . . . , s，那么对于任意 ui(x) ∈ F [x]，有
g(x) | u1(x)f1(x) + u2(x)f2(x) + · · · + us(x)fs(x)。

留做习题。
本节开始举的例子，在 R[x] 中，g(x) ∤ f(x)。试问：在 C[x] 中，g(x) 能否整除 f(x) 呢？

假如在 C[x]中，g(x) | f(x)，则 g(x)去除 f(x)所得的余式为 0。在本节开始已知道，在 R[x]
中，f(x) = (2x − 1)g(x) + (4x + 4)。由于 f(x), g(x), 2x − 1, 4x + 4 ∈ C[x]，因此也可看成
是在 C[x]中做的带余除法，余式为 4x+ 4，这与带余除法中余式的唯一性矛盾。因此在 C[x]
中也有 g(x) ∤ f(x)。这一推理过程一样，可证得下述命题：

命题 1.7.10. 设 f(x), g(x) ∈ F [x]，域 E ⊃ F，则在 F [x] 中，g(x) | f(x) ⇐⇒ 在 E[x] 中，
g(x) | f(x)。

这一个性质称为整除关系不随域的扩大而改变。

例题 1.7.1. 在 Z2[x]中，用 g(x) = x4 + x3 +1去除 f(x) = x6 + x4 + x2 +1，求商式和余式。

x4 + x3 + 1
)
x6 + x4 + x2 + 1，带余除法所得商式为 x2 + x，余式为 x + 1。因此

x6 + x4 + x2 + 1 = (x2 + x)(x4 + x3 + 1) + (x + 1)。
设 K 是数域，在 K[x]中作带余除法，如果除式是一次多项式 x+ b，那么可以采用如下

所示的综合除法。

例题 1.7.2. 在 K[x] 中，用 x − 2 去除 f(x) = 2x4 − 6x3 + 3x2 − 2x + 5，求商式和余式。
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综合除法的计算得到商式 2x3 − 2x2 − x− 4，余式是 −3。因此 f(x) = (2x3 − 2x2 − x−
4)(x − 2) − 3。
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习题 1.8.2

1. 在 R[x] 中，用 g(x) = x2 − 2x+5 去除 f(x) = x4 − 3x2 − 2x− 1，求商式和余式。

2. 在 Z2[x] 中，用 g(x) = x4 +x2 +1 去除 f(x) = x10 +x5 +1，求商式和余式。

3. 证明 F [x] 中整除关系的传递性，即若 h(x) | g(x)，且 g(x) | f(x)，则 h(x) | f(x)。

4. 证明本节的命题 2。

5. 用综合除法求一次多项式 g(x) 除 f(x) 所得的商式和余式：

(1) f(x) = 3x4 − 5x2 +2x− 1，g(x) = x− 4；

(2) f(x) = 5x3 − 3x+4，g(x) = x+2。
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1.

2.

3.

4.

5.
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1.7.3 最大公因式

类比两个整数的最大公因数，我们得到一元多项式的最大公因式的概念。

定义 1.7.11 (最大公因式). 设 f(x), g(x) ∈ F [x]，如果存在 d(x) ∈ F [x] 满足 d(x) | f(x) 且
d(x) | g(x)（此时称 d(x) 是 f(x) 与 g(x) 的一个公因式）且对于 f(x) 与 g(x) 的任一个公因
式 c(x)，都有 c(x) | d(x)，那么称 d(x) 是 f(x) 与 g(x) 的一个最大公因式。

设 f(x) ∈ F [x]，可知 f(x) 是 f(x) 与 0 的一个公因式。特别地，0 是 0 与 0 的最大公因
式。
对于 F [x] 中任意两个非零多项式 f(x) 与 g(x)，它们的最大公因式是否存在？如果存在，

如何求出来？是两题一起解决这些问题的出发点。从带余除法的算式要启发，在 F [x] 中，如
果有下式成立：f(x) = h(x)g(x) + r(x)，那么根据上一节的命题 2，容易得出 c(x) | f(x) 且
c(x) | g(x) ⇐⇒ c(x) | g(x) 且 c(x) | r(x)，从而得出：d(x) 是 f(x) 与 g(x) 的最大公因式
⇐⇒ d(x) 是 g(x) 与 r(x) 的最大公因式。
这表明：利用带余除法可以把被除式与除式的最大公因式转化为求除式与余式的最大公

因式。沿着这一思路，对于 F [x]中任意两个多项式 f(x), g(x) 6= 0，有 f(x) = h1(x)g(x)+r1(x)，
deg r1(x) < deg g(x)；若 r1(x) 6= 0，则有 g(x) = h2(x)r1(x) + r2(x)，deg r2(x) < deg r1(x)；
若 r2(x) 6= 0，则有 r1(x) = h3(x)r2(x) + r3(x)，deg r3(x) < deg r2(x)；只要余式不为 0，就
可以用余式去除除式，作带余除法。注意到每作一次带余除法，余式的次数在降低。由于非
零多项式的次数是自然数，因此在有限步之后，必有余式为 0。于是最后几步为 rs−2(x) =

hs(x)rs−1(x) + rs(x)，deg rs(x) < deg rs−1(x)；rs−1(x) = hs+1(x)rs(x) + 0。
由于 rs(x) 是 rs(x) 与 0 的一个最大公因式，因此 rs(x) 是 rs−1(x) 与 rs(x) 的一个最大

公因式，依次往上推，最后得 rs(x) 是 f(x) 与 g(x) 的一个最大公因式。这种方法为辗转相
除法。
从上述一系列等式中的倒数第二个等式开始可得 rs(x) = rs−2(x) − hs(x)rs−1(x) =

rs−2(x)− hs(x)(rs−3(x)− hs−1(x)rs−2(x)) = −hs(x)rs−3(x) + (1 + hs(x)hs−1(x))rs−2(x) =

· · · = u(x)f(x) + v(x)g(x)，其中 u(x), v(x) ∈ F [x]。
从上述推导过程得到下述重要定理：

定理 1.7.12. 对于 F [x]中任意两个多项式 f(x), g(x)，存在它们的一个最大公因式 d(x)，并且
d(x)可以表示成 f(x)与 g(x)的倍式和，即存在 u(x), v(x) ∈ F [x]，使得 u(x)f(x)+v(x)g(x) =

d(x)。

证明. 若 g(x) = 0，则 f(x) 是 f(x) 与 0 的一个最大公因式，并且 f(x) = 1 · f(x) + 1 · 0。若
g(x) 6= 0，则用 g(x) 去除 f(x)，作带余除法。上面的推导过程已证明了定理 1 的结论. □
若 d1(x)和 d2(x)都是 f(x)与 g(x)的最大公因式，则 d1(x) | d2(x)且 d2(x) | d1(x)，因

此 d1(x) ∼ d2(x)。这表明 f(x)与 g(x)的最大公因式不唯一，但是在相伴的意义下是唯一的。
设 f(x) 与 g(x) 不全为 0，则它们的最大公因式一定是非零多项式，用 (f(x), g(x)) 表示

首项系数为 1 的那个最大公因式，简称首一最大公因式。

例题 1.7.3. 设 f(x) = x3 + x2 − 7x + 2，g(x) = 3x2 − 5x− 2，求 (f(x), g(x))，并且把它表
示成 f(x) 与 g(x) 的倍式和。
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在作辗转相除法时，可以用适当的非零数去乘被除式或除式，以便使计算简单一些。具
体的算式如下：

3f(x) g(x) x +
8

3
= h1(x)

3x2 − 5x − 2 3x3 + 3x2 − 21x + 6

3x3 − 6x2 − 2x 3x3 − 5x2 − 2x

x − 2 8x2 − 19x + 6

x − 2 8x2 −
40

3
x −

16

3

0 r1(x) = −
3

17
x +

34

17

−
3

17
r1(x) = x − 2

因为最后一个不等于零的余式是 r1(x)，所以 (f(x), g(x)) = x− 2。把上述辗转相除过程
写出来就是 3f(x) = (x+ 8

3
)g(x)+ r1(x)，g(x) = (3x+1)(− 3

17
r1(x))+ 0。于是 (f(x), g(x)) =

− 3
17
r1(x) = − 3

17
[3f(x) − (x + 8

3
)g(x)] = − 9

17
f(x) + 1

17
(3x + 8)g(x)。

1.7.4 互素的多项式

两个多项式的最大公因式是零次多项式特别重要，这与整数环类似。

定义 1.7.13 (互素). 设 f(x), g(x) ∈ F [x]，如果 (f(x), g(x)) = 1，那么称 f(x) 与 g(x) 互素。

由定义 2 立即得到：f(x) 与 g(x) 互素 ⇐⇒ f(x) 与 g(x) 的公因式都是零次多项式。由
定理 1 立即得到，f(x) 与 g(x) 互素的必要条件是：存在 u(x), v(x) ∈ F [x]，使得 u(x)f(x) +

v(x)g(x) = 1。反之，如果这个等式成立，那么对于 f(x) 与 g(x) 的任一公因式 c(x)，有
c(x) | 1。从而 c(x) 是零次多项式，因此 (f(x), g(x)) = 1。这证明了下述重要定理：

定理 1.7.14. 在 F [x] 中两个多项式 f(x) 与 g(x) 互素的充分必要条件是：存在 u(x), v(x) ∈
F [x]，使得 u(x)f(x) + v(x)g(x) = 1。

类似于整数环的情形，利用定理 2 可以证明关于互素的多项式的一些重要性质：

1. 若 f(x) | g(x)h(x)，且 (f(x), g(x)) = 1，则 f(x) | h(x)。

2. 若 f(x) | h(x)，g(x) | h(x)，且 (f(x), g(x)) = 1，则 f(x)g(x) | h(x)。

3. 若 (f(x), h(x)) = 1，且 (g(x), h(x)) = 1，则 (f(x)g(x), h(x)) = 1。

4. 可以推广成：若 (fi(x), h(x)) = 1，i = 1, 2, . . . , s，则 (f1(x)f2(x) · · · fs(x), h(x)) = 1。

上述性质的证明留作习题。
与证明整除关系不随域的扩大而改变的方法类似，可证明：

命题 1.7.15. 设 f(x), g(x) ∈ F [x]，域 E ⊃ F，则在 F [x] 中 f(x) 与 g(x) 的首一最大公因式
也是它们在 E[x]中的首一最大公因式，称为 f(x)与 g(x)的首一最大公因式不随域的扩大而
改变。

由命题 1立即得到：设 f(x), g(x) ∈ F [x]，域 E ⊃ F，则在 F [x]中，(f(x), g(x)) = 1 ⇐⇒
在 E[x] 中，(f(x), g(x)) = 1，即互素性不随域的扩大而改变。
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习题

1. 求 (f(x), g(x))，并且把 (f(x), g(x)) 表示成 f(x) 与 g(x) 的倍式和：

2. f(x) = x4 +6x3 − 6x2 +6x− 7，g(x) = x3 +x2 − 7x+5；

3. f(x) = x4 +3x3 −x2 +4x− 3，g(x) = 3x3 +10x2 +2x− 3。

4. 证明：在 F [x] 中，若 u(x)f(x)+ v(x)g(x) = d(x)，且 d(x) 是 f(x) 与 g(x) 的一个公因式，则
d(x) 是 f(x) 与 g(x) 的一个最大公因式。

5. 设 f(x), g(x),h(x)∈F [x]，且 h(x)的首项系数为 1，证明：(f(x)h(x), g(x)h(x))= (f(x), g(x))h(x)。

6. 证明关于互素的多项式的三条性质。

7. 证明：在 F [x] 中，如果 f(x) 与 g(x) 不全为 0，那么 ⩽
(

f(x)

(f(x), g(x))
,

g(x)

(f(x), g(x))

)
= 1。

8. 证明：在 F [x] 中，如果 (f(x), g(x)) = 1，那么 ((f(x)g(x)), f(x)+ g(x)) = 1。
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1.

2.

3.

4.

5.

6.

7.

8.
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1.7.5 不可约多项式，唯一因式分解定理

研究整数环的结构，我们抓住了素数的特征。素数的特征是它的正因数最少：只有 1 和
它自身。类比地，研究域 F 上一元多项式环 F [x]的结构，应当抓住多项式的特征。我们知道，
零次多项式是任一多项式的因式，f(x) 的相伴就是 f(x) 的因式。由此引出了下述重要概念：

定义 1.7.16 (可约，不可约). F [x] 中一个次数大于 0 的多项式 f(x)，如果它在 F [x] 中的因
式只有零次多项式和 f(x) 的相伴，称 f(x) 是域 F 上的一个不可约多项式；否则，称 f(x)

在域 F 上是可约的。

域 F 上的不可约多项式起着基本建筑块的作用。为此需要进一步研究不可约多项式的特
征性质。类似于对素数的各种刻画，对不可约多项式也有各种刻画：

定理 1.7.17. 设 p(x) 是 F [x] 中的一个次数大于 0 的多项式，则下列命题等价：

1. p(x) 是域 F 上的不可约多项式；

2. 对于 F [x] 中任一多项式 f(x) 都有 (p(x), f(x)) = 1 或 p(x) | f(x)；

3. 在 F [x] 中，从 p(x) | f(x)g(x) 可推出 p(x) | f(x) 或 p(x) | g(x)；

4. 在 F [x] 中，p(x) 不能分解成两个次数都低于 p(x) 的次数的多项式的乘积。

证明. (1) ⇒(2)：设 p(x)是域 F 上的不可约多项式。对于任意 f(x) ∈ F [x]，由于 (p(x), f(x))

是 p(x)的一个因式，因此 (p(x), f(x)) = 1或 (p(x), f(x)) ∼ p(x)。从而得出，(p(x), f(x)) = 1

或 p(x) | f(x)。
(2) ⇒(3)：设在 F [x] 中，p(x) | f(x)g(x)。若 p(x) ∤ f(x)，则据 (2) 得 (p(x), f(x)) = 1。

从而 p(x) | g(x)。
(3) ⇒(4)：假如 p(x) = p1(x)p2(x)，且 deg pi(x) < deg p(x)，i = 1, 2，则 p(x) | p1(x)p2(x)。

据 (3) 得 p(x) | p1(x) 或 p(x) | p2(x)。于是有 deg p1(x) ≥ deg p(x) 或 deg p2(x) ≥ deg p(x)，
矛盾。因此 p(x) 不能分解成两个次数都低于 p(x) 的次数的多项式的乘积。

(4) ⇒(1)：任取 p(x) 在 F [x] 中的一个因式 g(x)，则存在 h(x) ∈ F [x]，使得 p(x) =

h(x)g(x)。于是 deg p(x) = deg h(x) + deg g(x)。据 (4) 得，deg h(x) = deg p(x) 或 deg g(x) =
deg p(x)，从而 deg g(x) = 0或 deg h(x) = 0。从后者推出 p(x) ∼ g(x)，对于某个 c ∈ F ∗，于
是 p(x) ∼ g(x)。因此 p(x) 在域 F 上不可约。 □
从定理 1 中命题 (3) 与命题 (1) 等价，运用数学归纳法可证明：

推论 1.7.18. 在 F [x] 中，若 p(x) 不可约，且 p(x) | f1(x)f2(x) · · · fs(x)，则 p(x) | fj(x)，对
于某个 j ∈ {1, 2, . . . , s}。

从定理 1 中命题 (4) 与命题 (1) 等价，立即得出：

推论 1.7.19. F [x] 中每一个一次多项式都是不可约的。

推论 3：F [x] 中每一个次数大于 0 的多项式 f(x) 都可以分解成域 F 上有限多个不可约
多项式的乘积。
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进一步可以证明这样的分解是唯一的。唯一性是指，如果 f(x)有两个这样的分解：f(x) =
p1(x)p2(x) · · · ps(x) = q1(x)q2(x) · · · qt(x)，其中 p1(x), . . . , ps(x), q1(x), . . . , qt(x)都是域 F 上
的不可约多项式，我们对 f(x) 的第一个分解中不可约多项式的个数 s 作数学归纳法。
当 s = 1 时，f(x) = p1(x)，于是 p1(x) = q1(x)q2(x) · · · qt(x)。由推论 1，p1(x) | qj(x)，

对于某个 j。不妨设 j = 1，则 p1(x) ∼ q1(x)。从而 t = 1，且适当排列因式的次序后，有
p1(x) ∼ q1(x)。
假设当 s−1时，唯一性成立。现在来看 s的情形。由上面的推论，p1(x) | q1(x)q2(x) · · · qt(x)。

不妨设 p1(x) | q1(x)。由于 q1(x)不可约，因此 p1(x) ∼ q1(x)。从而由 (1)式得 p2(x) · · · ps(x) ∼
q2(x) · · · qt(x)。归纳假设，s = t，且适当排列因式的次序后，有 pi(x) ∼ qi(x)，i = 1, 2, . . . , s。
□

定理 1.7.20 (唯一因式分解定理). F [x]中每一个次数大于 0的多项式 f(x)都能唯一地分解成
域 F 上不可约多项式的乘积。唯一性是指：如果 f(x) = p1(x)p2(x) · · · ps(x) = q1(x)q2(x) · · · qs(x)，
其中各 pi(x), qi(x)都是域 F 上的不可约多项式，则适当排列因式的次序后，有 pi(x) ∼ qi(x)，
i = 1, 2, . . . , s。

在 F [x]中，次数大于 0的多项式 f(x)的分解式可以写成 f(x) = apr11 (x)pr22 (x) · · · prmm (x)，
其中 a是 f(x)的首项系数；p1(x), p2(x), . . . , pm(x)是两两不等的首一不可约多项式，ri > 0

（i = 1, 2, . . . , m），prii (x) = [pi(x)]
ri。式 (3) 称为 f(x) 的标准分解。

在 F [x]中，设次数大于 0的多项式 f(x), g(x)的标准分解式分别为 f(x) = apr11 (x) · · · prtt (x)p
rt+1
t+1 (x) · · · prmm (x)，

g(x) = bps11 (x) · · · pstt (x)q
st+1
t+1 (x) · · · qsll (x)，则 f(x)与 g(x)的首一最大公因式为 (f(x), g(x)) =

p
min{r1,s1}
1 (x) · · · pmin{rt,st}

t (x)；f(x)与 g(x)的首一最小公倍式为 [f(x), g(x)] = p
max{r1,s1}
1 (x) · · · pmax{rt,st}

t (x)p
rt+1
t+1 (x) · · · prmm (x)q

st+1
t+1 (x) · · · qsll (x)。

由于把一个多项式的标准分解式写出来比较困难，因此实际求 f(x) 与 g(x) 的最大公因
式时最常用的方法是辗转相除法。
在 f(x) 的标准分解式 (3) 中，称 pi(x) 是 f(x) 的 ri 重因式。由于把多项式因式分解是

比较困难的，因此我们不通过标准分解式来定义重因式，而采取下面方法定义重因式：

定义 1.7.21. 在 F [x]中，不可约多项式 p(x)称为多项式 f(x)的 k重因式，如果 pk(x) | f(x)，
而 pk+1(x) ∤ f(x)。当 k = 0 时，p(x) 不是 f(x) 的因式；当 k = 1 时，p(x) 称为 f(x) 的单
因式；当 k ≥ 2 时，p(x) 称为 f(x) 的 k 重因式。若 k > 1，则 p(x) 称为 f(x) 的重因式。

习题 2.4
1. 分别在实数域 R、复数域 C 上把下列多项式分解成不可约式的乘积：

(1) x4 + x2 + 1；

(2) x3 − 1；

(3) x6 − 1；

(4) x4 + 4；

(5) x6 + 1；
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(6) x12 − 1。

2. 下列多项式在有理数域 Q 上是否可约？

(1) x3 + x2 + x + 1；

(2) x5 + x4 + x3 + x2 + x + 1。

(3) x7 + x6 + x5 + x4 + x3 + x2 + x + 1；

(4) x8 + x7 + x6 + x5 + x4 + x3 + x2 + x + 1。

3. 从第 2题受到启发，你能猜出当 n是什么样的大于 1的整数时，xn−1 + xn−2 + · · ·+
x2 + x + 1 在 Q 上可约？你能证明这个猜测是真的吗？

1.7.6 多项式的根，多项式函数，复数域上的不可约多项式

在 F [x]中，如何判别一个次数大于 0的多项式是否可约？如何把域 F 上的所有不可约多
项式都求出来？我们知道，F [x]中一次多项式都是不可约的。二次和二次以上的多项式呢？据
不可约多项式的定义，次数大于 1的多项式 f(x)如果有一次因式，那么 f(x)必是可约的。因
此次数大于 1 的多项式 f(x) 在域 F 上不可约的必要条件是它没有一次因式。如何判断 f(x)

有没有一次因式？首先要研究用一次多项式 x− c 去除 f(x)，它的余式 r(x) 是什么样的。由
于 deg r(x) < deg(x− c) = 1，因此 r(x) 是零次多项式或零多项式，把它们等同于 F 中的元
素，记做 r。于是有 f(x) = h(x)(x − c) + r。

x 用 c 代入，从 (1) 式得 f(c) = r。于是得到下述结论：

定理 1.7.22 (余数定理). 在 F [x] 中，用 x − c 去除 f(x) 所得的余式是 f(c)。

由余数定理立即得到：

推论 1.7.23. 在 F [x] 中，x − c 整除 f(x) 当且仅当 f(c) = 0。

从推论 1 看到了，为了研究 f(x) 有没有一次因式，需要引进多项式的根的概念。

1.8 多项式的根

定义 1.8.1. 设 f(x) ∈ F [x]，如果有 c ∈ F，使得 f(c) = 0，那么称 c 是 f(x) 在 F 中的一个
根。设域 E ⊃ F，如果有 α ∈ E，使得 f(α) = 0，那么称 α 是 f(x) 在 E 中的一个根。

例如，实数域 R 上的多项式 f(x) = x2 + 1 没有实根，但是有一对复根：i 和 −i。
从推论 1 立即得到下述重要定理：

定理 1.8.2 (Bezout定理). 在 F [x]中，x− c整除 f(x)当且仅当 c是 f(x)在 F 中的一个根。

Bezout 定理把 F [x] 中一个次数大于 1 的多项式 f(x) 有没有一次因式转化为 f(x) 在 F

中有没有根，这是一个创新点。有关 F [x] 中的不可约多项式就开辟了新的方法。
如果 x− c 是 f(x) 的 k 重因式，那么称 c 是 f(x) 的 k 重根。当 k = 0 时，c 不是 f(x)

的根；当 k = 1 时，称 c 是 f(x) 的单根；当 k > 1 时，称 c 是 f(x) 的重根。
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F [x]中的多项式 f(x)在 F 中有多少个根？由唯一因式分解定理得 f(x) = a(x−c1)
r1 · · · (x−

cs)
rspt11 (x) · · · ptll (x)，其中 c1, c2, . . . , cs 两两不等；p1(x), . . . , pl(x) 是域 F 上的两两不等的

次数大于 1的首一不可约多项式；ri > 0（i = 1, 2, . . . , s），tj ≥ 0（j = 1, 2, . . . , l）。于是根据
Bezout定理，c1, . . . , cs 分别是 f(x)的 r1, . . . , rs 重根。从 (2)式得 deg f(x) ≥ r1 + · · ·+ rs。
因此得到下述结论：

定理 1.8.3. 在 F [x] 中，n(n > 0) 次多项式 f(x) 在 F 中至多有 n 个根（重根按重数计算）。

显然，零次多项式没有根。因此定理 3 对次数 n = 0 也成立。由定理 3 立即得到下述结
论：

推论 1.8.4. 在 F [x] 中，一个次数不超过 n 的多项式 h(x) 如果在 F 中有 n + 1 个根（重根
按重数计算），那么 h(x) = 0。

利用推论 2 可以给出两个多项式相等的一个充分条件：

定理 1.8.5. 设 f(x), g(x) ∈ F [x]，deg f(x) ⩽ n, deg g(x) ⩽ n。如果在 F 中有 n + 1 个不同
的元素 c1, c2, . . . , cn+1，使得 f(ci) = g(ci)，i = 1, 2, . . . , n + 1，那么 f(x) = g(x)。

证明. 设 h(x) = f(x)− g(x)，则 deg h(x) ⩽ max{deg f(x), deg g(x)} ⩽ n，且 h(ci) = f(ci)−
g(ci) = 0，i = 1, 2, . . . , n + 1。于是 h(x) 至少有 n + 1 个根。据推论 2 得，h(x) = 0，从而
f(x) = g(x)。 □

例题 1.8.1. 在 Z2[x] 中，f(x) = x3 + x + 1 是否可约？

** 解 ** 3 次多项式 f(x) 如果可约，那么它必有一次因式。由于 f(0) = 1，f(1) =

1+ 1+ 1 = 1，因此 f(x)在 Z2 中没有根。根据 Bezout定理，f(x)在 Z2[x]中没有一次因式。
因此 f(x) 在 Z2 上不可约。
从例 1 初步体会到：利用多项式的根可以有助于判断一个多项式是否可约。
如何研究数域 K 上的一个多项式 f(x)在 K 中有没有根呢？实系数多项式 f(x) = x2−1

有两个实根：1,−1。还可以把 f(x) = x2 − 1 的函数值取为 0。由此受到启发，可以利用多
项式函数是否在某些点的函数值为 0 来研究多项式有没有根。为此要从多项式导出多项式函
数。

1.8.1 多项式函数

定义 1.8.6. 设 f(x) ∈ F [x]，它诱导了 F 到 F 的一个映射：f : F → F, c 7→ f(c), ∀c ∈ F，
称 f 是多项式 f(x) 诱导的域 F 上的一元多项式函数。

显然，若多项式 f(x) = g(x)，则它们诱导的多项式函数 f 与 g 相等。反之如何？

定理 1.8.7. 设 K 是数域，K[x] 中的多项式 f(x) ∼ g(x)，如果它们诱导的多项式函数 f 与
g 相等，那么 f(x) = g(x)。

** 证明 ** 设 f(x) = g(x)，由于数域 K 有无穷多个数，因此据定理 4，f(x) = g(x)。□
在定理 5的证明中，“数域 K 有无穷多个数”起了关键作用。由此猜测：对于有限域上的

多项式，定理 5的结论不成立。事实上果真如此，例如在 Z2[x]中，f(x) = x2+1，g(x) = x+1，
显然 f(x) 6= g(x)。但是 f(0) = g(0) = 1，f(1) = g(1) = 0。这表明：域 F 上的一元多项式
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（作为一种表达式）与域 F 上的一元多项式函数（作为 F 到 F 的一个映射）是不同的两个概
念。这开拓了人们的眼界。

用 Kpol 表示数域 K 上所有一元多项式函数组成的集合，在这个集合中规定加法和乘法
运算如下：对于 f, g ∈ Kpol，(f +g)(c) := f(c)+g(c)，∀c ∈ K；(fg)(c) := f(c)g(c)，∀c ∈ K。

容易看出，(4) 式定义的函数 f + g 是多项式 f(x) + g(x) 诱导的多项式函数，(5) 式定义
的函数 fg 是多项式 f(x)g(x) 诱导的多项式函数，从而 (Kpol,+, ·) 的确是域 K 上的多项式
函数构成的环。加法和乘法运算后，容易验证 Kpol 成为一个有单位元的交换环，其中的零元
是零多项式 0 确定的函数，称为零函数，显然，0(c) = 0, ∀c ∈ K；单位元是多项式 1 确定
的函数，是一个常值函数，显然，1(c) = 1, ∀c ∈ K。

把数域 K 上的任一元多项式 f(x) 对应到它诱导的多项式函数 f，这是 K[x] 到 Kpol 的
一个映射，记做 σ。显然，σ 是满射。根据定理 5 得，σ 是单射。从而是双射。由于 f + g 是
多项式 f(x)+ g(x)诱导的多项式函数，因此 σ 保持加法运算。由于 fg 是多项式 f(x)g(x)诱
导的多项式函数，因此 σ 保持乘法运算。这样我们证明了下述定理：

定理 1.8.8. 把数域 K 上的任一元多项式 f(x) 对应到它诱导的多项式函数 f，这是 K[x] 到
环 Kpol 的一个同构映射，从而 K[x] ∼= Kpol。

根据定理 6，可以把数域 K 上的一元多项式 f(x)与它诱导的一元多项式函数 f 等同。于
是 c ∈ K 是 K[x] 中多项式 f(x) 的根⇐⇒ 函数 f 在 c 处的函数值 f(c) = 0。这使得我们可
以利用函数论的知识来研究复数域上的多项式 f(x)是否有复根的问题，进而找出复数域上的
全部不可约多项式。

1.8.2 复数域上的不可约多项式

设 f(x) = anx
n + · · · + a1x + a0 ∈ C[x]，deg f(x) = n > 0。假如 f(x) 没有复根，则对

任意 z ∈ C，有 f(z) 6= 0。于是函数 φ(z) =
1

f(z)
的定义域为 C。类似于实变量复数，复变

量的多项式函数有导数，且复变量函数的导数与四则运算的关系，以及复合函数的求导法则，

都像实变量函数那样，因此 φ′(z) = −
f ′(z)

[f(z)]2
，∀z ∈ C。

这表明 φ(z) 在复平面 C 上解析。

类比实变量多项式函数值的倒数的极限，我们猜测 lim|z|→+∞ |φ(z)| = lim|z|→+∞
1

|f(z)|
=

0。下面来探索这一猜想是否真实。我们有 |f(z)| = |anz
n + an−1z

n−1 + · · · + a1z + a0| ≥
|anz

n| − |an−1z
n−1 + · · · + a1z + a0| ≥ |an||z|n − (|an−1||z|n−1 + · · · + |a1||z| + |a0|)。

当 |z| > 1 时，令 M = max{|an−1|, |an−2|, . . . , |a1|, |a0|}，于是 |an−1||z|n−1 + · · · +

|a1||z| + |a0| ⩽ M(|z|n−1 + · · · + |z| + 1) = M
|z|n − 1

|z| − 1
<

M |z|n

|z| − 1
。

又当 |z| > 1 时，
M |z|n

|z| − 1
⩽ |an||z|n ⇐⇒ |z| ≥ 1 +

M

|an|
。因此当 |z| ≥ 1 +

M

|an|
时，有

|an||z|n − (|an−1||z|n−1 + · · · + |a1||z| + |a0|) > |an||z|n −
M |z|n

|z| − 1
≥ 0。

于是当 |z| ≥ 1+
M

|an|
时，有 |φ(z)| =

1

|f(z)|
⩽

1

|an||z|n − (|an−1||z|n−1 + · · · + |a1||z| + |a0|)
⩽
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1

|z|n ⩽
(
|an|− ⩽

(
|an−1|
|z|

+ · · · +
|a1|

|z|n−1
+

|a0|
|z|n

)) → 0，当 |z| → +∞。所以 lim|z|→+∞ |φ(z)| =

0。
于是存在 r > 0,M1 > 0，使得当 |z| > r 时，有 |φ(z)| < M1。显然，φ(z)在圆盘 |z| ⩽ r

上连续。由于有界闭集上的连续函数必有界（指它的模），因此存在 M2 > 0，使得当 |z| ⩽ r

时，有 |φ(z)| ⩽ M2。从而 ∀z ∈ C，有 |φ(z)| ⩽ max{M1,M2}。这表明 φ(z) 在复平面 C 上
有界。
根据复变函数论的 Liouville 定理（在复平面 C 上解析且有界的函数必为常值函数），存

在非零复数 b，使得 φ(z) = b, ∀z ∈ C。从而 f(z) =
1

b
, ∀z ∈ C。因此得出，f(x) =

1

b
。这

与 deg f(x) = n > 0 矛盾。于是我们证明了下述著名定理：

定理 1.8.9 (代数基本定理). 每一个次数大于 0 的复系数多项式都有复根。

高斯于 1799年给出了代数基本定理的第一个严格证明，后来他又给出了四个证明。若尔
当（Jordan）、外尔（Weyl）等人也给出过证明。
由定理 7和 Bezout定理立即得到：每一个次数大于 1的复系数多项式都有一次因式，从

而可约。于是得到：

推论 1.8.10. 复数域上的不可约多项式只有一次多项式。

这样我们完全决定了复数域上的不可约多项式，这是数学上的一个创新点。其中创造性
的思维有：把数域 K 上的多项式 f(x)有没有一次因式转化为它在 K 中有没有复根；进一步
转化为多项式 f(x)诱导的多项式函数 f 有没有在某些点为 0，借此利用函数论的知识证明了
代数基本定理，证明的关键是证 φ(z) 在复平面 C 上有界，而这需要利用复数域的完备性或
者说连续性。
从推论 3 立即得到：

推论 1.8.11. 每一个次数大于 0 的复系数多项式 f(x) 都可以唯一地分解成有限多个一次因
式的乘积。

据推论 4，f(x) 的标准分解式为 f(x) = a(x − c1)
r1(x − c2)

r2 · · · (x − cs)
rs。其中

c1, c2, . . . , cs 是两两不等的复数，ri > 0，i = 1, 2, . . . , s，因此在 C[x] 中进行因式分解一
定要分解到都是一次因式的乘积为止。

推论 1.8.12. 每一个 n(n > 0) 次复系数多项式恰有 n 个复根（重根按重数计算）。

对于 n次复系数多项式 f(x)，只要把它的 n个复根都求出来了，就可以写出它的标准分
解式。

例题 1.8.2. 求多项式 xn − 1 在复数域上的标准分解式。

** 解 ** 为了求 xn − 1 在复数域上的标准分解式，先求出 xn − 1 的全部复根。设
x = r(cos θ+i sin θ)是 xn−1的复根，则 xn−1 = 0 ⇐⇒ rn(cos nθ+i sin nθ) = 1 ⇐⇒ rn = 1

且 nθ = 0 + 2kπ, k ∈ Z ⇐⇒ r = 1 且 θ =
2kπ

n
, k ∈ Z ⇐⇒ x = cos

2kπ

n
+ i sin

2kπ

n
=

e2kiπ/n, k ∈ Z。

1.8 多项式的根 17



记 ξ = e2πi/n，则 1, ξ, ξ2, . . . , ξn−1 都是 xn − 1的根，且容易证明它们两两不相等，因此
它们是 xn − 1 的全部复根，称它们为 n 次单位根。根据 Bezout 定理，xn − 1 = (x− 1)(x−
ξ)(x − ξ2) · · · (x − ξn−1)。

习题

1. 设 f(x) = x5+7x4+19x3+26x2+20x+8∈Q[x]，判断 −2是否是 f(x)的根，如果是的话，它
是几重根？（提示：用综合除法看 x+2 能否整除 f(x)。）

2. 写出 Z2[x] 中所有一次多项式和二次多项式，并且找出不可约的二次多项式。

3. 在 Z2[x] 中，f(x) = x3 +x2 +1 是否不可约？

4. 在 Z3[x] 中，f(x) = x3，g(x) = x。试问：它们诱导的多项式函数 f 与 g 是否相等？

5. 在 Z3[x] 中，f(x) = x4 +x3 +x+1，g(x) = x2 +2x+1。试问：它们诱导的多项式函数 f 与 g

是否相等？

6. 从第 4 题和第 5 题受到启发，你能猜测 Z3 上的多项式函数可以由 Z3 上的次数小于多少的多项
式诱导出来吗？你能证明这个猜测为真吗？

7. 利用第 6 题的结果，你能进一步猜测 Zp 上的多项式函数（即 Zp 到 Zp 的映射）都是些什么样
的函数吗？你能证明这个猜测为真吗？

8. 从第 7 题受到启发，对于素数 p，你能猜测 Zp 上的 Zp 值函数（即 Zp 到 Zp 的映射）的解析式
都是些什么样子吗？你能证明这个猜测是真的吗？

9. 求多项式 xn +1 在复数域上的标准分解式。
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1.8.3 实数域上的不可约多项式

实数域上的不可约多项式有哪些？
一次多项式都是不可约的。
二次多项式 f(x) = ax2 + bx + c(a 6= 0)，若判别式 ∆ ≥ 0，则 f(x) 有两个实根，从而

f(x)在 R[x]中有一次因式，于是 f(x)在 R上可约。若判别式 ∆ < 0，则 f(x)没有实根，从
而 f(x) 在 R[x] 中没有一次因式，于是 f(x) 在 R 上不可约。
三次和三次以上的多项式是否都有在 R 上不可约的？如果对于次数 n 从 3 逐一进行研

究，显然不能解决问题。因此我们要换一个思路，研究实数域上的次数大于 0 的多项式不可
约的必要条件是什么？又如何研究这个必要条件？注意到实数与复数的联系很简单：任一复
数 z = a + bi，其中 a, b ∈ R。因此首先对实数域上的多项式 f(x) 的复根有什么性质进行研
究。

引理 1.8.13. 设 f(x) ∈ R[x]，如果 c 是 f(x) 的一个复根，那么它的共轭 c 也是 f(x) 的一个
复根。

证明. 设 f(x) = anx
n + · · · + a1x + a0 ∈ R[x]。若 c 是 f(x) 的一个复根，则 0 = f(c) =

anc
n + · · ·+ a1c+ a0。两边取其共轭，得 0 = anc

n + · · ·+ a1c+ a0 = f(c)。因此，c是 f(x)

的一个复根。 □
现在我们来探索实系数多项式不可约的必要条件。
设 p(x) 是 R[x] 中一个不可约多项式，把它看成复系数多项式，它有一个复根 c。情形 1：

c 是实数。此时据 Bezout 定理，在 R[x] 中，p(x) 有一次因式 x − c。由于 p(x) 不可约，因
此 p(x) ∼ x − c。于是 p(x) = a(x − c)，a 是某个非零实数。
情形 2：c 是虚数。据命题 1 得，c 也是 p(x) 的一个虚根。从而在 C[x] 中，x− c | p(x)，

x−c | p(x)。由于 c 6= c，因此 x−c与 x−c互素。互素多项式的性质 2得 (x−c)(x−c) | p(x)。
由于 (x− c)(x− c) = x2 − (c+ c)x+ cc ∈ R[x]，并且整除关系不随域的扩大而改变，因

此在 R[x] 中有 x2 − (c+ c)x+ cc | p(x)。由于 p(x) 不可约，因此 x2 − (c+ c)x+ cc ∼ p(x)。
从而 p(x) = a[x2 − (c + c)x + cc]，a 是某个非零实数。
由此表明：如果 p(x) 是 R 上的不可约多项式，那么 p(x) 或者是一次多项式，或者是判

别式小于 0 的二次多项式。这就把寻找实数域上不可约多项式的范围大大缩小了。剩下还需
检查在这个范围内的多项式是否都是不可约的。显然，一次多项式都是不可约的。上面已指
出，判别式小于 0 的二次多项式是不可约的。这样我们证明了下述定理：

定理 1.8.14. 实数域上的不可约多项式只有一次多项式和判别式小于 0 的二次多项式。

这样我们完全决定了实数域上的不可约多项式。由此立即得到：

定理 1.8.15 (实系数多项式唯一因式分解定理). 每一个次数大于 0 的实系数多项式 f(x) 在
实数域上都可以唯一地分解成一次因式与判别式小于 0 的二次因式的乘积。

定理 2 告诉我们：在 R[x] 中对多项式 f(x) 因式分解一定要分解到一次因式与判别式小
于 0的二次因式的乘积为止。一种做法是可以先把 f(x)在复数域中因式分解，然后利用 f(x)

的复根一共轭成对出现，把 x − c 与 x − c 相乘得到实系数二次式 x2 − (c + c)x + cc。下面
的例子说明这种做法。
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例题 1.8.3. 求多项式 xn − 1 在实数域上的标准分解式。

** 解 ** 我们已求出 xn − 1 在复数域上的标准分解式为 xn − 1 = (x − 1)(x − ξ)(x −
ξ2) · · · (x− ξn−1)，其中 ξ = e2πi/n。由于对于 1 ⩽ k < n，有 ξkξn−k = ξn = 1，ξk = ξn−k，

|ξk| = 1，因此 ξk = ξn−k，1 ⩽ k < n。于是 ξk + ξn−k = ξk + ξk = 2 cos
2kπ

n
，1 ⩽ k < n。

情形 1：n = 2m + 1。此时有 x2m+1 − 1 = (x − 1)(x − ξ)(x − ξ2) · · · (x − ξm)(x −

ξm+1) · · · (x − ξ2m) = (x − 1)
∏m

k=1
⩽
(
x2 − 2x cos

2kπ

2m + 1
+ 1

)
。

情形 2：n = 2m。此时 ξm = e2πim/(2m) = eπi = −1。从而 x2m − 1 = (x − 1)(x +

1)(x − ξ)(x − ξ2) · · · (x − ξm−1)(x − ξm+1) · · · (x − ξ2m−1) = (x − 1)(x + 1)
∏m−1

k=1
⩽(

x2 − 2x cos
kπ

m
+ 1

)
。

上面两个式子分别是 x2m+1 − 1 和 x2m − 1 在实数域上的标准分解式。

例题 1.8.4. 证明：
m∏

k=1

cos
kπ

2m + 1
=

1

2m
；

m−1∏
k=1

sin
kπ

2m
=

√
m

2m−1
。

** 证明 ** (1) 在等式 x2m+1 − 1 = (x − 1)
∏m

k=1
⩽

(
x2 − 2x cos

2kπ

2m + 1
+ 1

)
的左

端出现杂弦的连乘积，而右端也有这些杂弦，于是想到在这个等式中令 x = −1，得 −2 =

−2
∏m

k=1
⩽
(
1 + 2 cos

2kπ

2m + 1
+ 1

)
，从而

1

2m
=

∏m

k=1
⩽
(
1 + cos

2kπ

2m + 1

)
。利用 cos 2α =

2 cos2 α−1，上式右端可化简，于是有
1

2m
=

∏m

k=1
2 cos2

kπ

2m + 1
，从而

1

(2m)2
=⩽

(∏m

k=1
cos

kπ

2m + 1

)2

。

因此
1

2m
=

∏m

k=1
cos

kπ

2m + 1
。

(2)直接计算可验证有下述公式：x2m−1 = (xm)2−1 = (xm−1)(xm−1+xm−2+· · ·+x4+

x3+x2+1)。与上式的左端相等，从而右端也相等，消去 x2−1，得 x2(m−1)+x2(m−2)+ · · ·+

x4 +x2 +1 =
∏m−1

k=1
⩽
(
x2 − 2x cos

kπ

m
+ 1

)
。令 x = 1，得 m =

∏m−1

k=1
⩽
(
2 − 2 cos

kπ

m

)
。

两边除以 2m，并利用 cos 2α = 1−2 sin2 α可得
m

2m−1
=

∏m−1

k=1
⩽
(
1 − cos

kπ

m

)
=

∏m−1

k=1
⩽(

1 − cos
2kπ

2m

)
=

∏m−1

k=1
2 sin2 kπ

2m
。由此得出

√
m

2m−1
=

∏m−1

k=1
sin

kπ

2m
。

例题 1.8.5. 求多项式 xn − an 在实数域上的标准分解式，其中 a ∈ R 且 a 6= 0。

** 解 ** 在例 1 的 (6) 式中，x 用
x

a
代入，得 ⩽

(x

a

)2m+1

− 1 =⩽
(x

a
− 1

)∏m

k=1
⩽[

⩽
(x

a

)2

− 2
x

a
cos

2kπ

2m + 1
+ 1

]
。两边乘以 a2m+1，得 x2m+1 − a2m+1 = (x − a)

∏m

k=1
⩽(

x2 − 2ax cos
2kπ

2m + 1
+ a2

)
。

在例 1 的 (7) 式中，x 用
x

a
代入，得 ⩽

(x

a

)2m

− 1 =⩽
(x

a
− 1

)
⩽

(x

a
+ 1

)∏m−1

k=1
⩽[

⩽
(x

a

)2

− 2
x

a
cos

kπ

m
+ 1

]
。两边乘以 a2m，得 x2m − a2m = (x − a)(x + a)

∏m−1

k=1
⩽
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(
x2 − 2ax cos

kπ

m
+ a2

)
。

从例 1、例 2、例 3 看到了，研究清楚了 xn − 1 在复数域上的标准分解式，就容易求出
它在实数域上的标准分解式。进而可求出 xn − an 在实数域上的标准分解式，其中 a 是任意
一个非零实数；并且可以证明有关弦或正弦的连乘积的恒等式。这说明研究数学要抓住最根
本的东西，根深才能叶茂。

习题 2.6
习题

1. 证明实系数的奇次多项式至少有一个实根。

2. 求多项式 xn +1 在实数域上的标准分解式。

3. 求多项式 xn −an 在实数域上的标准分解式，其中 a∈ R 且 a 6= 0。

4. 证明：
m∏

k=1

cos
(2k− 1)π

4m
=

√
2

2m
。
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1.8.4 有理数域上的不可约多项式

有理数域上的不可约多项式有哪些？如何判别一个有理系数多项式是否可约？
任意一个次数大于 0 的有理系数多项式都可以表示成一个有理数乘以一个整数系数多项

式，其中整数系数多项式的各项系数的最大公因数只有±1。例如 f(x) =
1

2
x4+

1

3
x3−2x+1 =

1

6
(3x4 + 2x3 − 12x + 6)。
由此抽象出下述概念：

定义 1.8.16 (本原多项式). 一个非零的整数系数多项式 g(x)，如果它的各项系数的最大公因
数只有 ±1，那么称 g(x) 是一个本原多项式。

从上述例子看出，任意一个次数大于 0的有理系数多项式 f(x)都与一个本原多项式 g(x)

相伴，而相伴的多项式其可约性是一样的。因此我们可以把研究有理数域上的不可约多项式
的问题简化为研究本原多项式是否可约的问题。这样做的好处是可以利用整数环的结构。我
们首先来研究本原多项式的性质。

性质 1 两个本原多项式 g(x) 与 h(x) 在 Q[x] 中相伴当且仅当 g(x) = ±h(x)。
证明. 充分性是显然的。下面证必要性。由已知条件得 g(x) = ch(x)，其中 c ∈ Q 且 c 6= 0。
设 c =

q

p
，其中 p 与 q 是互素的整数。假如 c 6= ±1，则 p 与 q 至少有一个不等于 ±1。不妨

设 p 6= ±1。设 h(x) =
∑n

i=0
bix

i，则 g(x) =
q

p

∑n

i=0
bix

i。由于
qbi

p
∈ Z，因此 p | qbi。由

于 (p, q) = 1，因此 p | bi，i = 0, 1, . . . , n，这与 h(x) 是本原多项式矛盾。所以 c = ±1，即
g(x) = ±h(x)。 □ □

性质 2（高斯引理） 两个本原多项式的乘积还是本原多项式。
证明. 设 f(x) =

∑n

i=0
aix

i，g(x) =
∑m

j=0
bjx

j 都是本原多项式。设 h(x) = f(x)g(x) =

cn+mxn+m + · · · + c1x + c0，其中 cs =
∑

i+j=s
aibj，s = 0, 1, . . . , n + m。

假如 h(x) 不是本原多项式，则存在一个素数 p，使得 p | cs，s = 0, 1, . . . , n + m。因为
f(x)是本原多项式，所以存在 k(0 ⩽ k ⩽ n)满足 p | a0, p | a1, . . . , p | ak−1, p ∤ ak。同理，由
于 g(x) 本原，因此存在 l(0 ⩽ l ⩽ m) 满足 p | b0, p | b1, . . . , p | bl−1, p ∤ bl。
考虑 h(x) 的 k + l 次项的系数 ck+l = akbl + ak+1bl−1 + · · · + ak+lb0。从而 p | ck+l。但

p | ak+1, . . . , ak+l 或 p | bl−1, . . . , b0，于是 p | akbl，矛盾。因此 h(x) 是本原多项式。 □
为了研究本原多项式在 Q 上不可约的判定，我们先来研究本原多项式在 Q 上可约的充

分必要条件。

定理 1.8.17. 一个次数大于 0 的本原多项式 g(x) 在 Q 上可约当且仅当 g(x) 能分解成两个次
数比 g(x) 的次数低的本原多项式的乘积。

证明. 充分性是显然的。下面证必要性。设本原多项式 g(x)在 Q上可约，则存在 g1(x), g2(x) ∈
Q[x]，使得 g(x) = g1(x)g2(x)，deg gi(x) < deg g(x)，i = 1, 2。设 gi(x) = rihi(x)，其中
ri ∈ Q 且 ri 6= 0，hi(x) 是本原多项式，i = 1, 2，则 g(x) = r1r2h1(x)h2(x)。由于性质 1 得
g(x) = ±h1(x)h2(x)，deg hi(x) = deg gi(x) < deg g(x)，i = 1, 2。于是 g(x) 分解成了两个次
数比 g(x) 的次数低的本原多项式的乘积。 □
由定理 1 立即得到：
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定理 1.8.18. 一个次数大于 0 的本原多项式 g(x) 可以分解成有限多个在 Q 上不可约的本原
多项式的乘积。

由定理 1 还可以得到：

推论 1.8.19. 一个次数大于 0的整数系数多项式 f(x)在 Q上可约当且仅当 f(x)能分解成两
个次数比 f(x) 的次数低的整数系数多项式的乘积。

证明. 必要性：设 f(x) = mg(x)，其中 g(x) 是本原多项式，m ∈ Z，且 m 6= 0。由于 f(x)

在 Q 上可约，因此 g(x) 也在 Q 上可约。据定理 1 得，g(x) = h1(x)h2(x)，其中 hi(x) 是本
原多项式，且 deg hi(x) < deg g(x) = deg f(x)，i = 1, 2。于是 f(x) = (mh1(x))h2(x)。这证
明了 f(x) 分解成两个次数比 f(x) 的次数低的整数系数多项式的乘积。
充分性是显然的。 □
现在我们来探寻本原多项式在 Q 上不可约的判别方法。次数大于 1 的本原多项式 f(x)

如果在 Q[x] 中有一次因式，那么它一定可约。而 f(x) 在 Q[x] 中有一次因式当且仅当 f(x)

在 Q 中有根，因此本节的重点是判断 f(x) 有没有有理根的问题。

定理 1.8.20. 设 f(x) = anx
n + · · · + a1x + a0 是一个次数 n 大于 0 的本原多项式。如果

q

p
是 f(x) 的一个有理根，其中 p 与 q 互素，那么 p | an，q | a0。

证明. 由于
q

p
是 f(x) 的根，因此在 Q[x] 中，x −

q

p
| f(x)。由于

q

p
与 x −

q

p
互素，故据定

理 2 和性质 2 得，f(x) = (px− q)g(x)，其中 g(x) 是本原多项式。设 g(x) =
∑n−1

i=0
bix

i，则
f(x) = (px−q)

∑n−1

i=0
bix

i。分别比较 (4)式两边的多项式的首项系数和常数项，得 an = pbn−1，
a0 = −qb0。因此 p | an, q | a0。 □
在定理 3的证明过程中看到：若

q

p
是 f(x)的根，且 (p, q) = 1，则 f(x) = (px− q)g(x)。

于是 f(1) = (p − q)g(1)，f(−1) = −(p + q)g(−1)。当
q

p
6= ±1 时，有

f(1)

p − q
= g(1) ∈ Z，

f(−1)

p + q
= −g(−1) ∈ Z。因此如果计算出

f(1)

p − q
/∈ Z 或

f(−1)

p + q
/∈ Z，那么

q

p
不是 f(x) 的根。

例题 1.8.6. 设 f(x) = x4 + 5x3 − 3x2 + 9，试问：f(x) 有没有有理根？

** 解 ** 据定理 3，若
q

p
是 f(x) 的根，则 p | 1, q | 9，从而 p = ±1, q = ±1 或 ±3

或 ±9。于是 f(x) 的有理根只可能是 ±1,±3,±9。由于 f(1) = 1 + 5 − 3 + 9 = 12 6= 0，
f(−1) = 1 − 5 − 3 + 9 = 2 6= 0，因此 ±1 都不是 f(x) 的根。

对于
q

p
= 3，计算

f(1)

p − q
=

12

1 − 3
= −6，

f(−1)

p + q
=

2

1 + 3
=

1

2
/∈ Z。因此 3 不是 f(x)

的根。

对于
q

p
= −3，计算

f(1)

p − q
=

12

1 − (−3)
= 3，

f(−1)

p + q
=

2

1 + (−3)
= −1。为进一步讨论

−3 是否为 f(x) 的根，用 x − (−3) 去除 f(x)，采用综合除法的格式，得到余式为 −72，所
以 x + 3 ∤ f(x)，从而 −3 不是 f(x) 的根。

对于
q

p
= 9，计算

f(1)

p − q
=

12

1 − 9
= −

3

2
/∈ Z，因此 9 不是 f(x) 的根。对于

q

p
= −9，

计算
f(1)

p − q
=

12

1 − (−9)
=

6

5
/∈ Z，因此 −9 不是 f(x) 的根。综上所述，f(x) 没有有理根。
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在例 1 中，f(x) 没有有理根，因此 f(x) 没有一次因式。但是还不能判定 f(x) 在 Q 上
不可约。这是因为 4次多项式 f(x)虽然没有一次因式，但有可能含有二次因式。只有证明了
f(x)也没有二次因式，才能断定 f(x)在 Q上不可约。证明 f(x)没有二次因式可以采用反证
法，还可以有其他的方法，这将在本小节最后一部分的例 5 中讨论。
对于 2次或 3次本原多项式，如果它没有有理根，那么它在 Q[x]中没有一次因式，从而

它在 Q[x] 中不能分解成两个次数较低的多项式的乘积，于是它在 Q 上不可约。

例题 1.8.7. 判断 f(x) = x3 + x + 3 在 Q 上是否可约？

** 解 **先看 f(x)有没有有理根，f(x)的有理根可能是±1,±3。由于 f(1) = 1+1+3 =

5 6= 0，f(−1) = −1− 1 + 3 = 1 6= 0，因此 ±1 不是 f(x) 的根。对于
q

p
= 3，计算

f(1)

p − q
=

5

1 − 3
= −

5

2
/∈ Z，因此 3不是 f(x)的根；对于

q

p
= −3，计算

f(1)

p − q
=

5

1 − (−3)
=

5

4
/∈ Z，

因此 −3不是 f(x)的根。综上所述，f(x)没有有理根。又 f(x)是 3次多项式，因此 f(x)在
Q 上不可约。

从例 2 看到，在 Q 上不可约的本原多项式有 3 次的。试问：在 Q 上不可约的本原多项
式有没有 4次的，或更高次的？如果我们能对于次数大于 3的本原多项式在 Q上可约给出一
个判别方法就好了。按照一般的思路去探索本原多项式在 Q 上不可约的必要条件，然后讨论
这些条件是否也是充分条件。尝试后发现寻找本原多项式在 Q上不可约的必要条件是很困难
的。我们不妨改变思路，而应当具体问题具体分析，换一个角度思考，我们可以直接探寻本原
多项式在 Q 上不可约的充分条件。既然是探索充分条件，我们可以事先选择一些条件，从本
原多项式的定义出发，有时考虑这样的 n(n > 0)次本原多项式 f(x) = anx

n + · · ·+a1x+a0，
存在一个素数 p 使得 p | a0, p | a1, . . . , p | an−1, p ∤ an。

除了这些条件外，还需要添加什么条件才能断定 f(x) 在 Q 上不可约呢？我们反过来思
考：假如 f(x) 在 Q 上可约，能推出现什么结论。此时据定理 1 得 f(x) = (bmxm + · · · +
b1x + b0)(clx

l + · · · + c1x + c0)，其中 m < n, l < n,m + l = n, bi, cj ∈ Z，i = 0, 1, . . . , m；
j = 0, 1, . . . , l，且 bm 6= 0, cl 6= 0。由 (6) 式得 an = bmcl, a0 = b0c0。

由于 p | a0，因此 p | b0 或 p | c0。不妨设 p | b0，又已知 p ∤ an，因此 p ∤ bm

且 p ∤ cl。于是存在 k(0 ⩽ k ⩽ m) 使得 p | b0, p | b1, . . . , p | bk−1, p ∤ bk。由于 ak =

b0ck + b1ck−1 + · · ·+ bk−1c1 + bkc0，且 p | ak（因为 k ⩽ m < n），因此 p | bkc0。由于 p ∤ bk，
因此 p | c0。又因为 p | b0，从而 p2 | a0。于是只要 p2 ∤ a0，那么 f(x) 在 Q 上不可约。这样
我们探索且证明了下述定理，这就是著名的 Eisenstein 判别法：

定理 1.8.21 (Eisenstein 判别法). 设 f(x) = anx
n + an−1x

n−1 + · · ·+ a1x+ a0 是一个次数 n

大于 0 的本原多项式。如果有一个素数 p 使得 p | a0, p | a1, . . . , p | an−1, p ∤ an，且 p2 ∤ a0，
那么 f(x) 在 Q 上不可约。

从上述探索过程看到，对于整数系数多项式 f(x)，若 f(x) 在 Q 上可约，则据推论 1 得
(6) 式成立。从而在定理 4 中把本原多项式换成整数系数多项式后，仍然成立。

推论 1.8.22. 在 Q[x] 中存在任意次数的不可约多项式。
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**证明 **任取正整数 n，设 f(x) = xn+3。素数 3符合定理 4的条件，因此 f(x) = xn+3

在 Q 上不可约。 □
从上述讨论看，引进本原多项式的概念，研究本原多项式的性质，经过探索得到本原多

项式在 Q上不可约的一个充分条件，并通过证明在任意次数都有在有理数域上的不可约多项
式，这是研究有理数不可约多项式的创新之路。
有时直接用 Eisenstein 判别法无法判断整数系数多项式 f(x) 在 Q 上是否不可约，此时

可选择一个有理数 b（通常选 b = 1或 −1），如果用 Eisenstein判别法能判断 g(x) = f(x+ b)

在 Q 上不可约，那么原来的 f(x) 在 Q 上也不可约。

例题 1.8.8. 设 p 是一个素数，多项式 fp(x) = xp−1 + xp−2 + · · · + x + 1 称为 p 阶分圆多项
式。证明 fp(x) 在 Q 上不可约。

** 证明 ** 直接计算得 (x− 1)fp(x) = xp − 1。x 用 x+ 1 代入，从上式得 xfp(x+ 1) =

(x + 1)p − 1 = xp +
(
p

1

)
xp−1 + · · · +

(
p

k

)
xk + · · · +

(
p

p−1

)
x。于是 g(x) := fp(x + 1) =

xp−1 +
(
p

1

)
xp−2 + · · · +

(
p

k

)
xk−1 + · · · +

(
p

p−1

)
。

我们知道，p |
(
p

k

)
，1 ⩽ k < p，又 p ∤ 1, p2 ∤

(
p

p−1

)
= p，因此 g(x) 在 Q 上不可约。从

而 fp(x) 也不能分解成两个次数比 fp(x) 的次数低的多项式的乘积。这证明了 fp(x) 在 Q 上
不可约。 □
下面我们来探索判定本原多项式在 Q 上不可约的又一种方法。
设 f(x) =

∑n

i=0
aix

i 是一个次数 n 大于 0 且首项系数为奇数的本原多项式，把它的
各项系数模 2 以后得到一个 Z2 上的多项式 f(x)。由于 an 是奇数，因此 an 6= 0。从而
deg f(x) = deg f(x)。由于 Z2 只有两个元素 0 和 1，因此 Z2 上的多项式中每一项的系数只
有两种可能：0 或 1，从而研究起来简便得多。例如，Z2 上的一次多项式只有两个：x, x+ 1。
Z2 上的二次多项式只有四个：x2, x2 + x, x2 + 1, x2 + x+ 1。其中 x2, x2 + x 显然在 Z2 上可
约。关于 x2 + 1，由于它在 Z2 中有根 1，因此 x2 + 1 在 Z2 上可约。关于 x2 + x+ 1，由于
0 和 1 都不是它的根，因此 x2 + x+ 1 没有一次因式，从而它不可约。这证明了：Z2 上的二
次不可约多项式只有一个：x2 + x + 1。
类似的方法可讨论 Z2 上的三次不可约多项式有哪些。由此受到启发，能不能通过研究

Z2 上的多项式 f(x)是否可约，来研究 f(x)在 Q上是否可约呢？如果 f(x)在 Q上可约，那
么存在本原多项式 f1(x) 和 f2(x)，使得 f(x) = f1(x)f2(x)，deg fi(x) < deg f(x)，i = 1, 2。
设 f1(x) =

∑m

i=0
bix

i, f2(x) =
∑l

j=0
cjx

j，其中 m + l = n, bmcl = an。由于 an 是奇数，因
此 bm 和 cl 都是奇数。把 f1(x) 和 f2(x) 的各项系数都模 2 以后得到 Z2 上的多项式分别为
f1(x) =

∑m

i=0
bix

i, f2(x) =
∑l

j=0
cjx

j。
由于 bm 6= 0, cl 6= 0，因此 deg f i(x) = deg fi(x)，i = 1, 2。由于 f1(x)f2(x) =

∑m+l

s=0
(
∑

i+j=s
bicj)x

s，
f1(x)f2(x) =

∑m+l

s=0
(
∑

i+j=s
bicj)x

s，因此把 f1(x)f2(x) 的各项系数模 2 以后得到的 Z2 上
的多项式为 f1(x)f2(x)。于是把 (8)式两边的多项式的系数模 2以后，得 f(x) = f1(x)f2(x)。
由此 f i(x)的次数小于 f(x)的次数，i = 1, 2，因此 (9)式表明 f(x)在 Z2 上可约。这使我们
探索并证明了下述定理：

定理 1.8.23. 设 f(x)是一个次数大于 0且首项系数为奇数的本原多项式，把它的各项系数模
2 以后得到 Z2 上的多项式 f(x)。如果 f(x) 在 Z2 上不可约，那么 f(x) 在 Q 上不可约。
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例题 1.8.9. 设 f(x) = 3x4 + 5x − 7，判断 f(x) 在 Q 上是否可约？

** 解 ** 把 f(x) 的各项系数模 2 以后得到 Z2 上的多项式 f(x) = 1x4 + 1x + 1 =

x4+x+1 = x(x3+1)+1。由于 a3+b3 = (a+b)(a2−ab+b2)，因此 x3+1 = (x+1)(x2+x+1)。
代入得 f(x) = x(x+ 1)(x2 + x+ 1) + 1。从而 Z2 上的一次多项式 x 和 x+ 1 都不是 f(x) 的
因式，Z2 上唯一的二次不可约多项式 x2 + x+ 1也不是 f(x)的因式。由于 deg f(x) = 4，因
此假如 f(x) 在 Z2 上可约，那么它应当有一次因式或二次不可约因式。所以 f(x) 在 Z2 上不
可约。从而 f(x) 在 Q 上不可约。

例题 1.8.10. 设 f(x) = x4 + 5x3 − 3x2 + 9，判断 f(x) 在 Q 上是否可约？

** 解 ** 把 f(x) 的各项系数模 2 得到 Z2 上的多项式：f(x) = x4 + x3 + x2 + 1 =

x3(x + 1) + (x + 1)2 = (x + 1)(x3 + x + 1)。于是 f(x) 在 Z2 上可约。据习题 2.5 的例 1，
x3 + x + 1 在 Z2 上不可约，于是 (12) 式是 f(x) 在 Z2[x] 中的唯一因式分解。

假如 f(x) 在 Q 上可约，则有首项系数为 1 的本原多项式 f1(x), f2(x) 使得 f(x) =

f1(x)f2(x)，deg fi(x) < deg f(x)，i = 1, 2。把 (13) 式两边的多项式系数模 2 后得到 f(x) =

f1(x)f2(x)，deg f i(x) = deg fi(x) < deg f(x) = deg f(x)，i = 1, 2。从 f(x) 在 Z2[x] 中的唯
一因式分解看出，f1(x) 与 f2(x) 中必有一个是一次因式，从而 f1(x) 与 f2(x) 中必有一个是
f(x) 的一次因式，于是 f(x) 至少有一个有理根。但是例 1 已经证明了 f(x) 没有有理根。因
此 f(x) 在 Q 上不可约。

如果 f(x) 的首项系数是偶数但不是 3 的倍数，那么把它的各项系数模 3 得到 Z3 上的多
项式 f(x)。若 f(x) 在 Z3 上不可约，那么 f(x) 在 Q 上不可约。

例题 1.8.11. 设 f(x) = 2x3 + 9x2 + 7x − 4，判断 f(x) 在 Q 上是否可约？

** 解 **把 f(x)的各项系数模 3得到 Z3 上的多项式 f(x) = 2x3+x+2。由于 f(0) = 2，
f(1) = 2+1+2 = 2，f(2) = 2·23+2+2 = 2，因此 f(x)在 Z3 中没有根。又由于 deg f(x) = 3，
因此 f(x) 在 Z3 上不可约。从而 f(x) 在 Q 上不可约。

例 6 也可以直接对 f(x) 讨论，验证 ±1,±2,±4,±
1

2
都不是 f(x) 的根，从而 f(x) 在 Q

上不可约。显然这样做的计算量比较大。

如果 f(x)的首项系数是奇数但不是 5的倍数，那么可以把 f(x)的各项系数模 5得到 Z5

上的多项式 f(x)。关于 Zp[x] 的结论，对于 Z5[x] 也同样成立。例如，如果 f(x) 在 Z5 上不
可约，那么 f(x) 在 Q 上不可约。

把本原多项式 f(x) 的各项系数模 2（或模 3）或模 5，得到 Z2（或 Z3、Z5）上的多项式
f(x)，通过研究 f(x) 的不可约性来研究 f(x) 在 Q 上的不可约性，这也是数学上的一个创新
点。

给了一个本原多项式 f(x)，如果它在 Q上不可约，那么它就不能在 Q上作因式分解；如
果它在 Q上可约，那么它就可作因式分解，一直分解到每个因式都是在 Q上不可约为止。有
了这个理论的指导和不可约多项式的判别方法，就不要对一个在 Q上不可约的本原多项式徒
劳地、挖空心思地去寻找它因式分解的特殊技巧。
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习题 2.7
1. 求下列多项式的全部有理根：

(1) f(x) = 3x4 + 8x3 + 6x2 + 3x − 2；

(2) f(x) = 2x3 + x2 − 3x + 1。

2. 判断下列本原多项式在有理数域上是否可约：

(1) x3 − 5x2 + 4x + 3；

(2) x4 − 6x3 + 2x2 + 10；

(3) 7x5 + 18x4 + 6x − 6；

(4) x4 − 2x3 + 2x − 3；

(5) x5 + 5x3 + 1；

(6) xp + px2 + 1，p 是奇素数；

(7) x6 + x3 + 1。

3. 用系数模 2（或模 3）的方法判断下列整数系数多项式在有理数域上是否不可约：

(1) f(x) = x4 − 5x + 1；

(2) f(x) = x5 − x2 + 1；

(3) f(x) = x4 + 3x3 + 3x2 − 5；

(4) f(x) = 4x3 − 12x2 + 5x − 7。

4. 在 Q[x]中，把下述多项式完全分解：x8 + x7 + x6 + x5 + x4 + x3 + x2 + x+1，x6 − 1，
x6 + 1，x12 − 1。
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第一章 集合、映射与逻辑初步

1.7 拓展阅读：从星期到模 m 剩余类环

1.8 杂 题

1.【2020 全国 II 卷 12】若序列 a1a2 · · ·an · · · 满足 ai ∈{0,1}(i=1,2, · · · ),且存在正整数 m,使得
ai+m = ai(i= 1,2, · · · )成立,则称其为 0-1周期序列.并称满足 ai+m = ai(i= 1,2, · · · )的最小正

整数 m 为这个序列的周期. 对于周期为 m 的 0-1 序列 a1a2 · · ·an · · · ,C(k) =
1

m

m∑
i=1

aiai+k(k =

1,2, · · · ,m− 1) 是描述其性质的重要指标. 下列周期为 5 的 0-1 序列中, 满足 C(k) ⩽
1

5
(k =

1,2,3,4) 的序列是

(A) 11010 · · · (B) 11011 · · · (C) 10001 · · · (D) 11001 · · ·

2.【2007 福建文 16 理 16】（多选）中学数学中存在许多关系，比如“相等关系”、“平行关系”等，
如果集合 A 中的元素之间的一个关系“∼”满足以下三个条件：

（1）自反性：对于任意 a∈A，都有 a∼ a；

（2）对称性：对于 a,b∈A，若 a∼ b，则有 b∼ a；

（3）传递性：对于 a,b, c∈A，若 a∼ b, b∼ c，则有 a∼ c，

则称“∼”是集合 A 的一个等价关系。下列关系中，是等价关系的有

(A) 三角形的全等 (B) 整数的整除 (C) 向量的共线 (D) 整数的同余

3.【2019 命题标准样题 15 改编】（多选）要合理地刻画三角形三个顶点的“集中程度”, 可以使用

(A) 三角形的周长 (B) 三角形的面积 (C) 三角形的外接圆半径 (D) 三角形的最大边长

4.【2021 新高考 II 卷 12】（多选）设正整数 n= a0 · 20 +a1 · 21 + · · ·+ak−1 · 2k−1 +ak · 2k, 其中
ai ∈ {0,1}, i= 0,1,2, . . . ,k. 记 ω(n) = a0 +a1 + · · ·+ak, 则

(A) ω(2n) = ω(n) (B) ω(2n+3) = ω(n)+1

(C) ω(8n+5) = ω(4n+3) (D) ω(2n − 1) = n

5.【2014 北京 8】学生的语文、数学成绩均被评定为三个等级, 依次为“优秀”“合格”“不合格”
. 若学生甲的语文、数学成绩都不低于学生乙, 且其中至少有一门成绩高于乙, 则称“学生甲比
学生乙成绩好”. 如果一组学生中没有哪位学生比另一位学生成绩好, 并且不存在语文成绩相同、
数学成绩也相同的两位学生, 则这一组学生最多有多少个？

6.【2017 北京文 14】某学习小组由学生和教师组成, 人员构成同时满足以下三个条件:

（1）男学生人数多于女学生人数;

（2）女学生人数多于教师人数;
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（3）教师人数的两倍多于男学生人数.

若教师人数为 4, 则女学生人数的最大值为 (△); 该小组人数的最小值为 (△).

7.【2009 江西 3】已知全集 U =A∪B 中有 m 个元素,(∁UA)∪ (∁UB) 中有 n 个元素. 若 A∩B 非
空, 求 A∩B 的元素个数。（用 m,n 表示）

8.【2015 广东文 10】已知集合
E = {(p,q, r,s)|0⩽ p < s⩽ 4,0⩽ q < s⩽ 4,0⩽ r < s⩽ 4且p,q, r,s∈ N}
F = {(t,u,v,w)|0⩽ t < u⩽ 4,0⩽ v < w ⩽ 4且t,u,v,w ∈ N},

求 |E|+ |F |.

9.【2012 安徽 10】 6 位同学在毕业聚会活动中进行纪念品的交换，任意两位同学之间最多交换一
次，进行交换的两位同学互赠一份纪念品，已知 6 位同学之间共进行了 13 次交换，求收到 4 份
纪念品的同学人数。

10.【2011 陕西 14】植树节某班 20 名同学在一段直线公路一侧植树，每人植一棵，相邻两棵树的距
离是 10．开始时需将树苗集中放置在某一树坑旁边，使每位同学从各自树坑出发前来领取树苗
往返所走的路程总和最小，求该最小值．

11.【2015 年新题型测试】甲、乙、丙、丁四人商量去看电影. 甲说：乙去我才去；乙说：丙去我才去；
丙说：甲不去我就不去；丁说：乙不去我就不去. 最后有人去看了电影，有人没去看电影，去的
人是谁？

12.【2023 四省联考 15】数学家祖冲之曾经给出圆周率 π 的两个近似值：“约率”
22

7
与“密率”

355

113
．

它们可用“调日法”得到：称小于 3.1415926 的近似值为弱率, 大于 3.1415927 的近似值为强率．
由

3

1
< π <

4

1
, 取 3 为弱率,4 为强率, 得 a1 =

3+4

1+1
=

7

2
, 故 a1 为强率, 与上一次的弱率 3 计算

得 a2 =
3+7

1+2
=

10

3
, 故 a2 为强率, 继续计算,· · · · · ·．若某次得到的近似值为强率, 与上一次的弱

率继续计算得到新的近似值；若某次得到的近似值为弱率, 与上一次的强率继续计算得到新的近
似值, 以此类推．已知 am =

22

7
, 则 m= (△) ；a8 = (△)．

13.【2015 福建理 15】一个二元码是由 0 和 1 组成的数字串 x1x2 . . .xn (n ∈ N∗), 其中 xk(k =

1,2, . . . ,n) 称为第 k 位码元. 二元码是通信中常用的码, 但在通信过程中有时会发生码元错误
（即码元 0 变为 1, 或者由 1 变为 0）. 已知某种二元码 x1x2 · · ·x7 的码元满足如下校验方程组：

x4 ⊕x5 ⊕x6 ⊕x7 = 0

x2 ⊕x3 ⊕x6 ⊕x7 = 0

x1 ⊕x3 ⊕x5 ⊕x7 = 0

其中运算 ⊕ 定义为：0⊕ 0 = 0, 0⊕ 1 = 1, 1⊕ 0 = 1, 1⊕ 1 = 0.

已知某个符合上述特征的二元码在通信过程中仅在第 k 位发生码元错误后变成了 1101101, 利用
上述校验方程组求出 k.

14.【2013 湖北文 17】在平面直角坐标系中, 若点 P (x,y) 的坐标 x,y 均为整数, 则称点 P 为格点.
若一个多边形的顶点全是格点, 则称该多边形为格点多边形. 格点多边形的面积记为 S, 其内部
的格点数记为 N , 边界上的格点数记为 L. 例如图中 △ABC 是格点三角形, 对应的 S = 1,N =

0,L= 4.
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(1) 求图中格点四边形 DEFG 对应的 S,N,L；

(2) 已知格点多边形的面积可表示为 S = aN + bL+ c, 其中 a,b, c 为常数, 若某格点多边形对
应的 N = 71,L= 18, 求它的 S。

(3)（选做）第（2）问给出的公式是 Pick 定理，利用 2.3 习题 B 组中介绍的第二类数学归纳
法完成该定理的证明

提示：关于奠基步骤，首先对矩形证明定理成立，然后对直角三角形证明定理成立，最后
注意到：一个三角形区域是由包含该三角形在内的一个较大的矩形区域减去之多三个角
形区域所得到的结果，关于归纳步骤，可利用下述引理：

引理：每个简单的至少四边的多边形都存在一条内部对角线。

15.【2008 福建文 15】【2009 福建文 16】五位同学围成一圈依序循环报数, 规定：

（1）第一位同学首次报出的数为 1, 第二位同学首次报出的数也为 1, 之后每位同学报出的数都是
前两位同学所报出的数之和；

（2）若报出的数为 3 的倍数, 则报该数的同学需拍手一次,

已知甲同学第一个报数, 当五位同学依序循环报到第 100 个数时, 求五位同学拍手的总次数与甲
同学拍手的总次数.

16.【2012湖南理 16】设N =2n (n∈N∗,n⩾ 2),将N 个数 x1,x2, . . . ,xN 依次放入编号为 1,2, . . . ,N

的 N 个位置, 得到排列 P0 = x1x2 · · ·xN . 将该排列中分别位于奇数与偶数位置的数取出, 并按
原顺序依次放入对应的前

N

2
和后

N

2
, 得到排列 P1 = x1x3 · · ·xN−1x2x4 · · ·xN , 将此操作称为

C 变换. 将 P1 分成两段, 每段
N

2
个数, 得到 P2; 当 2⩽ i⩽ n− 1 时, 将 Pi 分成 2i−1 段, 每段

N

2i−1
个数, 对每一段进行 C 变换得到 Pi+1. 例如, 当 N = 8 时, P2 = x1x5x3x7x2x6x4x8, 此时

x7 位于 P2 中的第 4 个位置.

当 N = 16 时, x7 位于 P2 中的第 (△) 个位置；当 N = 2n (n⩾ 8) 时, x173 位于 P4 中的第 (△)

个位置.

17.【2025 深圳一模 14】某次考试共 5道试题,均为判断题.计分的方法是：每道题答对的给 2分,答
错或不答的扣 1 分, 每个人的基本分为 10 分. 已知赵、钱、孙、李、周、吴 6 人的作答情况及前
5 个人的得分情况如下表, 则吴的得分为 (△).

题号
人

赵 钱 孙 李 周 吴

1 ✓ ✓ × × ✓ ✓
2 × ✓ × ✓ ✓ ✓
3 ✓ × × ✓ × ×
4 ✓ × × × ✓ ×
5 × × ✓ ✓ ✓ ✓
得分 14 11 14 14 11

18.【2015高联一试 10A】设 a1,a2,a3,a4为四个有理数,使得 {aiaj | 1⩽ i< j⩽ 4}=
{
−24,−2,−

3

2
,−

1

8
,1,3

}
.

求 a1 +a2 +a3 +a4 的值.
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19. 某次知识竞赛包括甲、乙、丙三个问题，在所有 25 名参加的学生中，每名学生至少回答出了一
题。在没有答出甲题的学生中，答出乙题的人数是答出丙题人数的 2倍；只答出甲题的人数比余
下的学生中答出甲题的人数多 1 人；只答出 2 题的学生中，有一半没有答出甲题。求学生的答
题情况的所有不同可能数。

20.【2023“fiddie”模拟考 16】正方形ABCD位于平面直角坐标系上，其中A(1,1),B(−1,1),C(−1,−1),D(1,−1)。
考虑对这个正方形执行下面三种变换：

（1）L：逆时针旋转 90◦。（2）R：顺时针旋转 90◦。（3）S：关于原点对称。

上述三种操作可以把正方形变换为自身，但是 A,B,C,D 四个点所在的位置会发生变化。例如，
对原正方形作变换 R 之后，顶点 A 从 (1,1) 移动到 (1,−1)，然后再作一次变换 S 之后，A 移
动到 (−1,1)。对原来的正方形按 a1,a2, . . . ,ak 的顺序作 k 次变换记为 a1a2 . . .ak，其中 ai ∈
{L,R,S}, i=1,2, . . . ,k。如果经过 k 次变换之后，顶点的位置恢复为原来的样子，那么我们称这
样的变换是 k-恒等变换。例如，RRS 是一个 3-恒等变换。

则 3-恒等变换共 (△) 种；对于正整数 n，n-恒等变换共 (△) 种。

21.【2024 北京第一次学考 28】已知 α0 = (a0, b0, c0, d0) 和数表 A =

a1 b1 c1 d1

a2 b2 c2 d2

a3 b3 c3 d3

, 其中

ai, bi, ci, di ∈ N∗ (i= 0,1,2,3)．若数表 A 满足如下两个性质, 则称数表 A 由 α0 生成．

（1）任意 i∈ {0,1,2},ai+1 −ai, bi+1 − bi, ci+1 − ci, di+1 −di 中有三个 −1, 一个 3；

（2）存在 k ∈ {1,2,3}, 使 ak, bk, ck, dk 中恰有三个数相等．

（1）判断数表 A=

5 6 6 6

4 5 5 9

3 8 4 8

 是否由 α0 = (6,7,7,3) 生成；（结论无需证明）

（2）是否存在数表 A 由 α0 = (6,7,7,4) 生成？说明理由；

（3）若存在数表 A 由 α0 = (7,12,3, d0) 生成, 写出 d0 所有可能的值．

22.【2025 北京第二次学考 25】给定正整数 n ⩾ 3，按一定顺序排列的向量 (x1, y1)，(x2, y2)，· · ·，
(xm, ym)记为向量序列 S：(x1, y1)，(x2, y2)，· · ·，(xm, ym)，其中 xi ∈{1,2, · · · ,n}，yi ∈{1,2}，
i= 1,2, · · · ,m。

给出两个性质：

i.x1 = y1 = 1，xm = n，且 S 中的向量互不相等；

ii. 已知向量集合 T = {(1,0), (0,1), (0,−1)}。记 αi = (xi, yi)，对于 S 中的任意两个向量 αi,αj

(i < j)，“αj −αi ∈ T ” 的充要条件是 “j = i+1”。

(1) 当 n= 3 时，分别判断向量序列

A : (1,1), (2,1), (2,2),

B : (1,1), (1,2), (2,2), (2,1), (3,1)

是否满足性质 i；（结论无需证明）

(2) 当 n= 3 时，写出一个同时满足性质 i 和性质 ii 的向量序列 S；
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(3) 当 n= 5 时，若向量 (4,1)，(4,2) 不同时在向量序列 S 中，且 S 同时满足性质 i 和性质
ii，求证：S 的个数为偶数。
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1. C.

2.

3. AD.

4. ACD. ω(n) 指的是 10 进制数 n 对应的二进制序列中 1 的个数，记十进制数 n 的二进制表示
为 B(n) = (a0a1 · · ·ak)2. 对于 A，2n 的二进制序列相当于将 n 的二进制序列左移一位，末尾添
一个 0，所以 ω(2n) = ω(n)，A 正确。对于 B，当 n= 3 时，ω(2n+3) = 2,ω(n)+1 = 3，二者
不相等，故 B 错误。

对于 C，分别将 8n+5 与 4n+3 写成二进制形式：

B(8n+5) = ( · · · · · ·︸︷︷︸
n的二进制表示

101)2, B(4n+3) = ( · · · · · ·︸︷︷︸
n的二进制表示

11)2,

可知 ω(8n+5) = ω(4n+3) = ω(n)+2.C 正确。

2n − 1 的二进制表示是 n 个 1，所以 ω(2n − 1) = n，D 错误。

5. 3. 为方便起见,把优秀、合格、不合格记为 3,2,1分. 由于不存在语文成绩相同、数学成绩也相
同的学生, 所以最多只可能有 9 个学生, 我们可以把所有可能的学生列出来:

P33 P32 P31

P23 P22 P21

P13 P12 P11

其中学生 Pij 表示语文是 i 分, 数学是 j 分. 我们逐步排除掉不可能出现的学生.

因为一组学生中没有哪位学生比另一位学生成绩好, 所以不可能有 P33 和 P11(一定是最好或最
差). 根据对称性, 接下来只需考虑 P32 和 P31 是否存在.

如果有 P32, 则不可能有 P31,P22,P21,P12, 必须有 P23 或 P13(不可能都有), 此时这一组学生最
多只有 2 个, 为 {P32,P23} 或 {P32,P13}.

如果有 P31, 则不可能有 P21 和 P32. 所以这一组学生人数最多的情况只可能是 {P31,P22,P13}.

综上, 这一组学生最多有 3 个.

6. 6;12. 设男学生人数为 a,女学生人数为 b,教师人数为 c. 由条件, a⩾ b+1, b⩾ c+1, 2c⩾ a+1.

若教师人数为 4,则 a+1⩽ 2c= 8, a⩽ 7, b⩽ a−1 = 6. 而当 b= 6时, a= 7, c= 4满足三个条件.
故女学生人数最大值为 6.

a+ b+2c⩾ (b+1)+(c+1)+(a+1), 因此 c⩾ 3, 从而 b⩾ 4,a⩾ 5. 当 c= 3, b= 4,a= 5 时, 满足
三个条件. 故小组人数最小值为 12.

7. m−n 由德摩根律，(∁UA)∪ (∁UB) = ∁U (A∩B), 因而

n= |∁U (A∩B)|= |U |− |A∩B|=m−|A∩B|�

即 |A∩B|=m−n。

8. 200.

9. 2 或 4.
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10. 2000. 设树苗放在第 k 棵树下，用 an 表示第 n棵树与第 k 棵树的距离，则 an =10|n−k|，其
中 n= 1,2, · · · ,20．所以往返路程总和为

2

20∑
n=1

10|n−k|= 20

k∑
n=1

(k−n)+20

20∑
n=k+1

(n−k)

= 20
(k− 1)k

2
+20

(21−k)(20−k)

2

= 10(2k2 − 42k+420).

函数 y = 2x2 − 42x+420 的对称轴是直线 x=
21

2
，但是 k 是正整数，所以当 k = 10 或 k = 11

时往返路程取最小值 2000．

11.

12. 6;47/15 , 列表如下：

序号 a1 a2 a3 a4 a5 a6 a7 a8

分数
3+4

1+1

3+7

1+2

3+10

1+3

3+13

1+4

3+16

1+5

3+19

1+6

3+22

1+7

22+25

7+8

近似值
7

2

10

3

13

4

16

5

19

6

22

7

25

8

47

15

强弱率 强率 强率 强率 强率 强率 强率 弱率 弱率

13. 5. 接收码为 1101101，即 (x1,x2,x3,x4,x5,x6,x7) = (1,1,0,1,1,0,1),将其代入三个校验式，得
到校验结果

s1 = x4 ⊕x5 ⊕x6 ⊕x7 = 1⊕ 1⊕ 0⊕ 1 = 1�
s2 = x2 ⊕x3 ⊕x6 ⊕x7 = 1⊕ 0⊕ 0⊕ 1 = 0�
s3 = x1 ⊕x3 ⊕x5 ⊕x7 = 1⊕ 0⊕ 1⊕ 1 = 1�

若只有第 k 位发生错误，那么所有包含该位的校验式均会变为 1，根据上述结果，发生错误的码
元应当只出现在第 1 个与第 3 个方程中，观察得到 k = 5.

14. S =3,N =1,L=6;S =79 代入格点三角形ABC与四边形DEFG的数据,得到方程

{
4b+ c= 1

a+6b+ c= 3

要解出 a,b, c, 还需再找一个例子: 如果某个格点四边形由两个小正方形构成, 此时 S = 2,N =

0,L= 6, 因此 6b+ c= 2. 结合上述三个方程解得 a= 1, b=
1

2
, c=−1, 因此 S =N +

1

2
L− 1, 代

入 N = 71,L= 18 可得 S = 79.

15. 25;5. 报数序列为斐波那契型数列：

1,1,2,3,5,8,13,21,34,55, . . .

模 3 计算得到

1,1,2,0,2,2,1,0,1,1,2,0, . . .

从第一个数开始每八项循环一次，且其中有两项为 0，即每八次报数有两次拍手,计算得到前 100

次报数中拍手 25 次。
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甲在第 1,6,11,16, . . . 次报数，即报数序号模 5 为 1 时拍手，求甲在前 100 次中拍手的次数等价
求满足下述条件的 x(1⩽ x⩽ 100) 的个数{

x≡ 1 (mod 5)

x≡ 0 (mod 4)

解得 x= 16,36,56,76,96, 于是甲在前 100 次中拍手 5 次。

16. 6;3×2N−4+11 当 N = 16 时，只考虑每次变换序列的下标，有

P0 : 1,2,3,4,5,6,7,8,9,10,11,12,13,14,15,16

P1 : 1,3,5,7,9,11,13,15,2,4,6,8,10,12,14,16

P2 : 1,5,9,13,3,7,11,15,2,6,10,14,4,8,12,16

于是 x7 位于第 6 个位置。

可以发现，每次进行 C 变换后，当前的所有段都会按照奇偶编号被平均划分为 2 段，在下一次
C 变换时，若要考察某个数所处位置的编号，只需注意它所处的段编号的奇偶性即可.

进行 P1 变换后，x173 处于第 87号位置；进行 P2 变换后，x173 处于第 44号位置，且位于分别
含有 2N−2 个元素的 4个段中的第一段，进行 P3 变换后，x173 处于第 2N−3+22号位置，且位
于分别含有 2N−3 个元素的 8 个段中的第二段，进行 P4 变换后，x173 处于 2N−3+2N−4+11

号位置，即 3× 2N−4 +11 号位置。

17.

18. 14. 可知，得 14分表示其答对 3题，答错 2题；得 11分表示其答对 2题，答错 3题，现假设：
若赵同学答对第 i 题，则记 ai = 1，否则记 ai = 0，尝试利用已知条件解出 a1,a2,a3,a4,a5，记
ai = 1−ai，于是列出方程组

a1 +a2 +a3 +a4 +a5 = 3 (1)赵同学的答题情况

a1 +a2 +a3 +a4 +a5 = 2 (2)钱同学的答题情况

a1 +a2 +a3 +a4 +a5 = 3 (3) 孙同学的答题情况

a1 +a2 +a3 +a4 +a5 = 3 (4) 李同学的答题情况

a1 +a2 +a3 +a4 +a5 = 2 (5) 周同学的答题情况

可知，ai + ai = 1，(1)+(2) 化简得到 a1 + a5 = 1，(1)+(3) 化简得到 a2 = 1,(1)+(4) 化简得到
a3 = 1,(1)+(5) 化简得到 a1+a4 = 1，同时考虑 (1) 式，可以解得 a1 = a2 = a3 = 1,a4 = a5 = 0,
于是 1-5 题的正确答案分别为“对，错，对，错，对”，故吴同学答对 3 道，得分为 14。

19.

20.

21.

22.

23.
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第一章 集合、映射与逻辑初步

1.7 拓展阅读：从星期到模 m 剩余类环
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