
第一章 集合、映射与逻辑初步

1.2 集合

1.2.1 基本概念

定义 1.2.1 (集合). 集合是不同对象的一个无序的聚集, 对象也称为集合的元素. 用 a ∈ A 来
表示 a 是集合 A 中的一个元素, 用 a /∈ A 来表示 a 不是集合 A 中的一个元素.

定义 1.2.2 (集合的基数). 对于集合 S, 若 S 中恰有 n 个不同的元素, 则称 S 是有限集, n 是
S 的基数, 记为 |S| 或 card(S). 如果一个集合不是有限集, 那么它就是无限集.

为表示某些集合, 我们可以列举出其所包含的全部元素, 当一个集合的元素较多, 或者它
是无限集时, 可以只写出几个元素, 其他元素用省略号表示, 要注意，写出的元素必须让人明
白省略号表示了哪些元素, 例如小于 100 的正整数集合可以记为 {1, 2, · · · , 99}.
但是, 有相当一部分集合是不可列的, 其中一个是不等式 x − 7 < 3 的解集. 解该不等式

得到 x < 10, 无法用列举法表示（无法以某一顺序列出所有小于 10 的实数）, 我们可以换种
方法，抓住该集合中元素具有的共同特征：它们是实数且小于 10, 于是可以把这个集合写成
{x ∈ R | x < 10}.

定义 1.2.3 (集合的描述法). 设 A是一个集合,我们把集合 A中所有具有共同特征 P (x)的元
素 x 所组成的集合表示为 {x | P (x)}, 这种表示集合的方法称为描述法.

集合也可以用韦恩图形象地表示. 在韦恩图中, 全集 U 包含了所考虑的全部对象, 用矩形
框表示.在矩形框内部,一般用圆形表示集合,用点表示集合中特定的元素.韦恩图常用于直观
表示集合之间的关系.

定义 1.2.4 (子集). 若 A,B 满足

∀x ∈ A =⇒ x ∈ B

则称 A 是 B 的子集, 记作 A ⊆ B, 否则称 A 不是 B 的子集, 记作 A ⊈ B.
若 A ⊆ B 且 A ̸= B, 则称 A 是 B 的真子集, 记作 A ⊊ B

1.2.2 集合运算

定义 1.2.5 (集合的交、并、补、差运算). 对于集合 A,B 与全集 U ,
由同时属于 A 与 B 的元素构成的集合称为 A 与 B 的交集, 记作

A ∩ B = {x | x ∈ A且x ∈ B}

由属于 A 或 B 的元素构成的集合称为 A 与 B 的并集, 记作
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A ∪ B = {x | x ∈ A或x ∈ B}.

多个集合的交, 并运算可做如下简写：

A1 ∩ A2 · · · ∩ An =

n⋂
i=1

Ai A1 ∪ A2 · · · ∪ An =

n⋃
i=1

Ai

在全集 U 中, 不属于 A 的所有元素构成的集合称为 A 在 U 中的补集, 记作 ∁UA.
由属于 A 而不属于 B 的元素构成的集合称为 A 与 B 的差集, 记作

A − B = {x | x ∈ A且x /∈ B} 或 A \ B

问题 1.1 解答下述问题：
（1）证明集合的 ∩,∪ 运算满足分配律, 即

A ∩ (B ∪ C) = (A ∩ B) ∪ (A ∩ C)

A ∪ (B ∩ C) = (A ∪ B) ∩ (A ∪ C)

（2）证明德摩根律 (De Morgan’s laws)：设 U 是全集, 则集合 A,B 满足

∁U (A ∪ B) = ∁UA ∩ ∁UB
∁U (A ∩ B) = ∁UA ∪ ∁UB

提示：要证明集合 A = B, 一般考虑证明“A ⊆ B 且 B ⊆ A”.

定义 1.2.6 (笛卡尔积). 两个集合 X, Y 的笛卡尔积记作 X × Y .

X × Y = {(x, y) | x ∈ X, y ∈ Y }

可将 X × X × · · · × X︸ ︷︷ ︸
n个X

简写为 Xn, 例如二维实平面可表示为 R2；
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1.2 集合

习 题

A 组

1.【2013 上海学考 22】设全集 U = R，下列集合运算结果为 R 的是

(A) Z ∪ ∁UN (B) N ∩ ∁UN (C) ∁U
(
∁U∅

)
(D) ∁U {0}

2.【1987 全国卷理 1】非空集合 S,T 满足 S ⊈ T,T ⊈ S, 令 X = S∩T , 则 S∪X =

(A) X (B) T (C) ∅ (D) S

3.【2005 全国 I 卷理 2】设 I 为全集, S1、S2、S3 是 I 的三个非空子集, 满足 S1∪S2∪S3 = I, 则
下列命题正确的是

(A) ∁IS1 ∩ (S2 ∪S3) =∅ (B) S1 ⊆ (∁IS2 ∩ ∁IS3)

(C) ∁IS1 ∩ ∁IS2 ∩ ∁IS3 =∅ (D) S1 ⊆ (∁IS2 ∪ ∁IS3)

4.【2024 深圳二模 3】对于集合 M,N , 下列命题正确的是

(A) M ∪ ∁M∪NN =M ∪N (B) ∁M∪N (M ∩N) = (∁M∪NM)∪ (∁M∪NN)

(C) M ∩ ∁M∪NN =M ∩N (D) ∁M∪N (M ∩N) = (∁M∪NM)∩ (∁M∪NN)

5.【2005 山东理 10】设集合 A、B 是全集 U 的两个子集, 则 A⫋B 是 (∁UA)∪B = U 的

(A) 充分不必要条件 (B) 必要不充分条件

(C) 充要条件 (D) 既不充分也不必要条件

6.【2006 江苏 7】集合 A、B、C 满足 A∪B =B∩C, 则下列命题正确的是

(A) A⊆C (B) C ⊆A (C) A ̸=C (D) A ̸=∅

7.【2014 湖北 3】设 U 为全集,A,B 是集合,则“存在集合 C 使得 A⊆C,B⊆ ∁UC”是“A∩B=∅”
的

(A) 充分不必要条件 (B) 必要不充分条件

(C) 充要条件 (D) 既不充分也不必要条件

8.【2007 广东理 8】设集合 S 至少含有两个元素,定义 S 上的二元运算“∗”,即对任意 a,b∈ S,有
序元素对 (a,b) 在 S 中有唯一确定的元素 a∗ b 与之对应. 若对任意 a,b∈ S, 有 a∗ (b∗a) = b, 则
对任意 a,b∈ S, 下列等式中不恒成立的是
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(A) (a∗ b)∗a= a (B) [a∗ (b∗a)]∗ (a∗ b) = a

(C) b∗ (b∗ b) = b (D) (a∗ b)∗ [b∗ (a∗ b)] = b

9. 设 m,n ∈ N∗, 集合 A= {1,2, · · · ,m},B = {1,2, · · · ,n}, 集合 C 是 A 的子集, 且 B∩C ̸=∅, 讨
论符合题意的 C 的个数.

10.（多选）设 X 为全集,A⊆X,定义 fS
A =

{
1, S ∈A

0, S /∈A
,对于 X 的真子集 A,B,C,下列命题正确的

是

(A) 若 B ⊆A, 则 fS
B ⩽ fS

A (B) 若 B∩A ̸=∅, 则 fS
B∩A ⩽ fS

A + fS
B

(C) fS
B∪A = fS

A + fS
B (D) fS

A∪B∪C = 1− (1− fS
A)(1− fS

B)(1− fS
C)

11.【2011 福建文 12 改编】（多选）在整数集 Z 中, 被 5 除所得余数为 k 的所有整数组成一个“类”
, 记为 [k], 则下列命题正确的是

(A) 2011∈ [1], [7] = [92] (B) Z= [0]∪ [1]∪ [2]∪ [3]∪ [4]

(C) 整数 a,b 属于同一‘类’当且仅当 a− b∈ [0] (D) 对任意 n∈ Z,n2 /∈ [2] 且 n2 /∈ [3]

12.【2010四川 16改编】（多选）设 S是复数集 C的非空子集,若对任意 x,y∈S,都有 x+y,x−y,xy∈
S, 则称 S 为封闭集, 下列叙述正确的是

(A) 集合 S = {a+ bi | a,b∈ Z} 是封闭集

(B) 若 S 为封闭集, 则一定有 0∈ S

(C) 封闭集一定是无限集

(D) 若 S 为封闭集, 则满足 S ⊆ T ⊆ C 的任意集合 T 也是封闭集

13.【2006 四川理 16】若非空集合 G 关于运算 ⊕ 满足:

（1）对任意 a,b∈G, 有 a⊕ b∈G；

（2）存在 e∈G, 使得对一切 a∈G, 都有 a⊕ e= e⊕a= a,

则称 G 关于运算 ⊕ 为“融洽集”. 现给出下列集合和运算:

G= {非负整数}, ⊕ 为整数加法(1) G= {偶数}, ⊕ 为整数乘法(2)

G= {平面向量}, ⊕ 为平面向量加法(3) G= {二次三项式}, ⊕ 为多项式加法(4)

G= {虚数}, ⊕ 为复数乘法(5)

其中 G 关于运算 ⊕ 为“融洽集”的是 (△)

14.【2025“漫游数海”回归课本联赛 12】设 a∈ R, 若 {1,
√
a} ⊆ {1,2,4,a2}, 求 a 所有可能的值.

15. 解答下述问题：

(1)【2007 湖北 3】已知集合 P = {x | log2 x < 1}, Q= {x | |x− 2|< 1}, 求 P −Q；

(2)【2004 湖北文 1】已知集合 A = {x | x =
√
5k+1,k ∈ N}, B = {x | x ⩽ 6,x ∈ Q}, 求

A∩B.
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(3)【2005 浙江 9】设 f(n) = 2n+1(n∈ N),P = {1,2,3,4,5},Q= {3,4,5,6,7}. 记 P̂ = {n∈
N | f(n)∈ P}, Q̂= {n∈ N | f(n)∈Q}, 求 (P̂ ∩ ∁NQ̂)∪ (Q̂∩ ∁NP̂ )；

(4)【2021福建省质检 2】已知集合 A= {1,2,4},B= {x∈Z |x2−4x+m< 0},A∩B= {1,2},
求 A∪B；

(5)【2026 新高考 I 卷 3】已知集合 A=

{
sin

7π

6
,cos

5π

3
, tan

5π

4

}
，B =

{
−

√
3

2
,−

1

2
,1

}
，求

A∩B。

(6)【1990 全国卷理 9】已知集合 I = {(x,y) | x,y ∈R},M = {(x,y) |
y− 3

x− 2
= 1},N = {(x,y) |

y ̸= x+1}, 求 ∁IM ∩ ∁IN；

(7)【2004 安徽理 11】已知集合M = {a⃗ | a⃗= (1,2)+λ(3,4),λ∈R},N = {a⃗ | a⃗= (−2,−2)+

λ(4,5),λ∈ R}, 求 M ∩N；

16. 解答下述问题：

(1)【2020 全国 III 卷 1】已知集合 A= {(x,y) | x,y ∈N∗, y ⩾ x},B = {(x,y) | x+y = 8}, 求
|A∩B|；

(2)【2018 全国 II 卷 2】已知集合 A= {(x,y) | x2 + y2 ⩽ 3,x∈ Z, y ∈ Z}, 求 |A|；

(3)【2013 重庆 22（1）】对正整数 n, 记

In = {1,2,3, · · · ,n},Pn =

{
m
√
k

∣∣∣m∈ In,k ∈ In

}
求 |P7|；

(4)【2015 湖北文 10, 理 9】已知集合

A= {(x,y) | x2 + y2 ⩽ 1,x,y ∈ Z},B = {(x,y) | |x|⩽ 2, |y|⩽ 2,x,y ∈ Z}

定义集合 A⊕B = {(x1 +x2, y1 + y2) | (x1, y1)∈A, (x2, y2)∈B}. 求 |A⊕B|.

17. 解答下述问题：

(1)【2022 北京 9】已知正三棱锥 P −ABC 的六条棱长均为 6, S 是 △ABC 及其内部的点
构成的集合. 设集合 T = {Q∈ S | PQ⩽ 5}, 求 T 表示的区域的面积；

(2)【2012 重庆 10】设平面点集 A= {(x,y) | (y−x)(y−
1

x
)⩾ 0},B= {(x,y) | (x−1)2+(y−

1)2 ⩽ 1}, 求 A∩B 所表示的平面图形的面积；

(3)【2013 浙江会考 39】设集合 A= {(x,y) | x2+y2 ⩽ 1}, B = {(x,y) | [x]2+[y]2 ⩽ 1}, 求
A∪B 所表示的平面区域的面积.

18.【2016 上海学考 29】对于函数 f(x) 与 g(x), 记集合 Df>g = {x | f(x)> g(x)}. 设 f1(x) = x−

1, f2(x) =

(
1

3

)x

+a · 3x +1,h(x) = 0. 如果 Df1>h ∪Df2>h = R, 求实数 a 的取值范围.

19.【2010 湖北理 2】已知集合 A=

{
(x,y) |

x2

4
+

y2

16
= 1

}
, B = {(x,y) | y = 3x}, 求 A∩B 的子

集的个数.

20.【2023北京第二次学考 28】已知数集 A含有 n（n∈N∗）个元素,定义集合 A∗ = {x+y |x,y∈A}.

(1) 写出一个集合 A, 使得 A=A∗；
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(2) 当 n= 4 时, 是否存在集合 A, 使得 A∗ = {2,3,4,6,7,8,10}？若存在, 写出一个符合条件
的集合 A；若不存在, 说明理由.

21. 设 f(x) 是定义在 R 上的函数, 定义

Sf = {x∈D | f(x) = f(−x)}

(1) 证明：Sf ̸=∅；

(2) 证明：f(x) 是偶函数当且仅当 Sf = R；

(3) 若 f(x) 是奇函数, 证明：x0 ∈ Sf 当且仅当 x0 是 f(x) 的零点；

(4) 若对任意 x,y ∈ R, 当 x < y 时, f(x)⩽ f(y), 判断是否成立：∀x∈ Sf , f(x) = f(0)；

(5) 设 f(x), g(x) 都是定义在 R 上的函数, h(x) = f(x)g(x). 判断下述命题是否成立：

(a).Sh ⊆ Sf ∩Sg (b).Sf ∩Sg ⊆ Sh (c).Sh ⊆ Sf ∪Sg (d).Sf ∪Sg ⊆ Sh

22. 给定正整数 n, 已知集合

Mn = {(x1,x2, . . . ,xn) | xi ∈ {0,1}, i= 1,2,3, . . . ,n}

对于 X = (x1,x2, . . . ,xn),Y = (y1, y2, . . . , yn)∈Mn, 定义 d(X,Y ) =

n∑
i=1

|xi − yi|.

(1) 已知 X = (1,0,1,0)∈M4, 求所有的 Y ∈M4, 使得 d(X,Y ) = 3；

(2) 已知 X,Y,Z ∈Mn, 求证：d(X,Y )+d(Y,Z)+d(Z,X) 为偶数.

23.【2023 北京第一次学考 28】给定正整数 k ⩾ 2, 设集合

M = {(x1,x2, . . . ,xk) | xi ∈ {0,1}, i= 1,2, . . . ,k}

对于集合M 的子集 A,若 |A|⩾ 2且 A中任意两个不同元素 (y1, y2, . . . , yk), (z1, z2, . . . , zk)满足
y1 + y2 + · · ·+ yk = z1 + z2 + · · ·+ zk 且 y1 + z1, y2 + z2, . . . , yk + zk 中有且只有一个为 2, 则称
A 具有性质 P.

(1) 当 k = 2 时, 判断 A= {(1,0), (0,1)} 是否具有性质 P；(结论无需证明)

(2) 当 k = 3 时, 写出一个具有性质 P 的集合 A；

(3) 当 k = 4 时, 求证：若 A 中的元素个数为 4, 则 A 不具有性质 P

(4)（选做）对于正整数 k ⩾ 4, 若 A 具有性质 P, 则 |A| 的最大值是多少？
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1. A. Z∪∁UN =R，故 A选项正确．N ∩∁UN =∅，故 B 选项错误．∁U
(
∁U∅

)
= ∁UU =∅，故

C 选项错误．∁U {0}= {x |x ̸= 0}，故 D 选项错误．

2. D. 由 X = S∩T 可推出 X ⊆ S, 因此 S∪X = S, 所以 D 正确.

注：本节的 2到 8题基本均可使用韦恩图直观判断或用于辅助,答案主要从集合运算的角度给出.

3. C. 者对 S1 ∪S2 ∪S3 = I 用德摩根律, 得 ∁IS1 ∩ ∁IS2 ∩ ∁IS3 =∅, 直接得到 C 正确.

4. B. 对 B 选项等式的左侧用德摩根律, 其结果与右侧相同, 直接得到 B 正确.

5. A. 充分性满足, 当 A⊂B 时, 可以推出 (∁UA)∪B = U . 必要性不满足,(∁UA)∪B = U 等价于
A⊆B. 这不等价于 A⊂B, 反例为 A=B, 答案为充分不必要条件.

6. A. 由 A⊆A∪B =B∩C, 得 A⊆C, 直接得到 A 正确.

7. C. 充分性满足, 采取反证法, 假设 A∩B ̸= ∅, 则存在 x ∈A 且 x ∈B, 由 A⊆ C,B ⊆ ∁UC 可
知 x∈C 且 x∈ ∁UC, 矛盾, 故 A∩B =∅. 必要性满足, 这是容易验证的. 于是答案为充要条件.

8. 由已知式交换 a,b,得 b∗(a∗b)= a；令 a= b,得 b∗(b∗b)= b,所以 C正确.又 [a∗(b∗a)]∗(a∗b)=
b∗ (a∗ b) = a, 所以 B 正确；而 (a∗ b)∗ [b∗ (a∗ b)] = (a∗ b)∗a, 题设不能推出它等于 a. 例如取
任意指数为 2 的非平凡阿贝尔群作运算, 有 a∗ (b∗a) = b, 但 (a∗ b)∗a= b, 一般不等于 a, 故不
恒成立的是 A.

9. 当 m⩽n 时有 2m−1 个，当 m>n 时有 2m−2m−n 个. 若 m ⩽ n, 则 B ∩A = A, 所以
B∩C ̸=∅等价于 C ̸=∅.A的子集共有 2m 个,其中空集不符合条件,故符合条件的 C 有 2m−1

个.

若 m>n,则 B∩A= {1,2, . . . ,n}.不符合条件的 C 必须不含这 n个元素,只能从 {n+1, . . . ,m}
中任取, 故有 2m−n 个. 于是符合条件的 C 有 2m − 2m−n 个.

10. ABD. 若 B ⊆A,当 S /∈B 时,有 fS
B = 0⩽ fS

A ,当 S ∈B 时一定有 S ∈A,此时 fS
B = fS

A = 1,A
正确. 若 S /∈ B ∩A 时, 不等式一定满足. 若 S ∈ B ∩A,fS

B∩A = 1 < 2 = fS
A + fS

B , B 正确.
若 A∩B ̸= ∅, 当 x ∈ A∩B 时,fS

A∪B = 1 ̸= 2 = fS
A + fS

B ,C 错误. 对于 D,fS
A∪B∪C = 1 当且仅

当 fS
A = 1 或 fS

B = 1 或 fS
C = 1, 即 1− (1− fS

A)(1− fS
B)(1− fS

C) = 1,fS
A∪B∪C = 0 当且仅当

fS
A = fS

B = fS
C = 0, 即 1− (1− fS

A)(1− fS
B)(1− fS

C) = 0, 故 D 正确.

11. ABCD. 2011= 5 ·402+1,于是 2011∈ [1], 7,92除以 5的余数都为 2,于是 [7] = [92] = [2],A正
确.每个整数的余数只能为 0,1,2,3,4,显然有 Z⊆ [0]∪ [1]∪ [2]∪ [3]∪ [4],反向的包含关系是显然
的, 于是可得出 B 正确. a,b 属于同一类等价于它们模 5 同余, 即 5 | (a− b), 可得 a− b ∈ [0], 故
C 正确. 设 x= 5k+p(p= 0,1,2,3,4), 则 x2 ≡ (5k+p)2 ≡ p2 (mod 5) 而 p2 模 5 只能为 0,1,4,
所以 D 正确.

12. AB. 可以验证复数集关于加、减、乘均封闭, 故 A 正确. 任取封闭集中的 x, 封闭集关于减法封
闭, 于是 x−x= 0∈ S, 故 B 正确. 取集合 {0} , 它是有限封闭集, 于是 C 错误；设 S =Q, 可以
证明 S 是封闭集, 取 T = S∪{

√
2}, 而 1+

√
2 /∈ T , 故 T 不是封闭集,D 错误.

13. 选（1）（3）. 该代数系统满足封闭性且存在单位元。

（1）封闭性满足，单位元为 0，正确。

（2）封闭性满足但不存在单位元，错误。
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（3）封闭性满足，单位元为零向量 0，正确.

（4）封闭性不满足，x2 +x+1+(−x2 −x− 1) = 0 不属于该集合，错误。

（5）封闭性不满足，i× i=−1 不属于该集合，错误。

14. a=0 或 a=4 或 a=16. 分类讨论 √
a与 2,4,a2 相等的情况，可得 a=0或 a=4或 a=16.

15.（1）(0,1].

（2）{1,4,6}. 列出集合 A 中小于 6 的元素：1,
√
6,
√
11,4,

√
21,

√
26,

√
31,

√
36, 后略。

（3）{0,3}.

（4）{1,2,3,4}. 由于 y= x2−4x+m关于 x=2对称，由题意知 1,2∈B,根据对称性有 3∈B，
而 4 /∈ B，所以 0 /∈ B，集合 B 的解集可视为某区间与 Z 的交集，综上 B = {1,2,3}，于是
A∪B = {1,2,3,4}

（5）{(2,3)}. 化简集合M 的描述：y= x+1且 x ̸= 2。由德摩根律，∁IM ∩∁IN = ∁I(M ∪N)，
可知 M ∪N = I \{(2,3)}，于是所求集合为 {(2,3)}.

（6）{(−2,−2)}. 将此题涉及的所有向量的始点均记为原点，集合 M,N 中向量的终点分别在
某直线上运动，这两条直线的交点即是属于 M ∩N 的向量的终点，设 x ∈M,x= (1+3λ1,2+

4λ1), y∈N,y=(−2+4λ2,−2+5λ2)，由 x= y解得 λ1 =−1,λ2 =0，可得M∩N = {(−2,−2)}.

16.（1）4. A 中包含 {(1,7), (2,6), (3,5), (4,4)}.

（2）9.

（3）46. 当 k = 1 时, 得到 1,2,3,4,5,6,7. 当 k = 4 时, 得到
1

2
,1,

3

2
,2,

5

2
,3,

7

2
. 这两种情形合并

后共有 11 个有理数.

当 k= 2,3,5,6,7时,约分后得到的 5组数，它们的分母分别含有
√
2,
√
3,
√
5,
√
6,
√
7. 组内的数

各不相同，组间的数也不可能出现相等的情况, 而每种 k 给出 7 个不同的数.

因此 |P7|= 11+5× 7 = 46.

（4）45. A= {(0,0), (1,0), (−1,0), (0,1), (0,−1)}.集合 B 是正方形 [−2,2]× [−2,2]内的整数点
集合.可以按下述方式构造集合 A⊕B：将 B 中的每个元素分别向上、向下、向左、向右平移一个
单位,所有平移结果的并集等于横向的 7×5矩形与纵向的 5×7矩形的并.计数得 |A⊕B|= 45.

17.（1）π. 设 P 在底面 ABC 的射影为 O，所求区域为底面内以 O 为圆心、半径为 1 的圆盘. 面
积为 π.

（2）π/2. 做出示意图，阴影部分为 A∩B 表示的区域，面积为
π

2
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第 17 题 (2) 图示 第 17 题 (3) 图示

（3）5+π/4. 由 [x]2+[y]2 ⩽ 1,可知 ([x], [y])只能是 (0,0), (1,0), (−1,0), (0,1), (0,−1).而集合
G= {(x,y) | [x] = p, [y] = q}等价于 {(x,y) | p⩽ x< p+1, q ⩽ x< q+1},其表示区域为一个边长
为 1 的正方形. 所以 B 是五个互不重叠的单位方格, 面积为 5. 作出 A∪B 表示的区域如上：

可得 A∪B 的面积为 5+
π

4
.

新答案（来源：1.25 曲线的方程和平面点集.md）：5+
π

4

【解题思路】因为 [x] , [y]的取值范围是整数，所以在集合B中，([x] , [y])表示的点只可能为 (−1,0)，
(0,0)，(1,0)，(0,1)，(0,−1)．

而对任意整数 m,n，满足 ([x] , [y]) = (m,n)的点 (x,y)是点 (m,n)右上角的边长为 1的正方形．

如图所示，A∪B所表示的区域的面积是 5个正方形的面积加上四分之一圆的面积，面积为 5+
π

4
．

18. a>−4/9. 可知 Df1 >h= (1,+∞)，由 Df1>h∪Df2>h =R可以得到 (−∞,1]⊆Df2>h，所

以
(
1

3

)x

+a · 3x +1> 0 对于 x⩽ 1 恒成立 (∗)。设 3x = t，于是原恒等式变为 at2 + t+1> 0，

其解集必须包括 (0,3]. 当 a ⩾ 0 时显然成立，当 a < 0 时，将左式视为二次函数 y = f(x)，其
对应图象的对称轴 x= d 满足 d > 0，而 f(0) = 1> 0，(0,3] 属于解集当且仅当 f(3)⩾ 0，解得

−
4

9
< a< 0, 综合可得 a >−

4

9
.

思路二：从 (∗)处开始，即 −a<

(
1

9

)x

+

(
1

3

)x

对于 x⩽ 1恒成立。令 T (x) =

(
1

9

)x

+

(
1

3

)x

.

由于 y =

(
1

9

)x

与 y =

(
1

3

)x

在 (−∞,1] 上单调递减，所以当 x⩽ 1 时，

T (x) =

(
1

9

)x

+

(
1

3

)x

⩾
1

9
+

1

3
=

4

9
,

当且仅当 x= 1 时等号成立。因此 T (x)min =
4

9
，从而 −a <

4

9
，即 a >−

4

9
。

19. 4. 画图可知 A∩B 有两个元素, 其子集个数为 22 = 4.

20.（1）取 A= {0}. 此时任取 x,y ∈A, 都有 x+ y = 0, 所以 A∗ = {0}=A.

（2）设集合 A 中的最大元为 p, 最小元为 q, 则 p+ p 一定是 A∗ 中的最大元,q+ q 一定是 A∗ 中
的最小元. 由题意,p= 5,q = 1.
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若 A= {1,5},A∗ = {2,6,10}, 不符题意, 于是一定存在 x ∈A,1< x < 5, 此时 6< 5+x < 10 且
5+x∈A∗,解得 x= 2或 x= 3,于是分别验证三个集合：{1,2,5},{1,3,5},{1,2,3,5},均不满足
题意. 因此不存在这样的集合 A.

21.（1）因为 0 =−0, 所以 f(0) = f(−0), 从而 0∈ Sf , 故 Sf ̸=∅.

（2）若 f 是偶函数, 则对任意 x∈ R, 都有 f(x) = f(−x), 所以 Sf = R.

反过来, 若 Sf = R, 则对任意 x∈ R, 都有 f(x) = f(−x), 这正是偶函数的定义.

因此 f 为偶函数当且仅当 Sf = R.

（3）若 x0 ∈ Sf , 因为 f 为奇函数, 所以 f(−x0) =−f(x0). 于是 f(x0) = f(−x0) =−f(x0), 可
得 f(x0) = 0.

反过来, 若 f(x0) = 0, 则 f(−x0) =−f(x0) = 0 = f(x0), 所以 x0 ∈ Sf .

因此 x0 ∈ Sf 当且仅当 x0 是零点.

（4）设 f 单调不减, 且 x∈ Sf .

若 x > 0, 则 −x < 0< x, 所以 f(−x)⩽ f(0)⩽ f(x). 又因为 f(−x) = f(x), 所以三者相等, 特别
有 f(x) = f(0).

若 x < 0, 则 x < 0<−x, 所以 f(x)⩽ f(0)⩽ f(−x). 同样利用 f(x) = f(−x), 得到 f(x) = f(0).

x= 0 时结论显然成立. 因此命题成立.

（5）若 x∈Sf ∩Sg ,则 f(x)= f(−x)且 g(x)= g(−x). 两式相乘得 h(x)= f(x)g(x)= f(−x)g(−x)=

h(−x), 所以 x∈ Sh. 因此 Sf ∩Sg ⊆ Sh, 命题 b 正确.

命题 a 不成立. 取 f(x) = x、g(x) = 0, 则 h(x) = 0, 所以 Sh = R, 但 Sf = {0}, 故 Sh ⊈ Sf ∩Sg .

命题 c不成立.取 f(x)= g(x)= x,则 h(x)= x2,所以 Sh =R,而 Sf =Sg = {0},故 Sh ⊈Sf ∪Sg .

命题 d 不成立. 仍取 f(x) = g(x) = x, 则 Sf ∪Sg = {0}, 而 Sh = R；为否定 d, 应取 f(x) = x、
g(x) = 1, 此时 Sf ∪Sg = R, 但 Sh = Sf = {0}.

因此四个命题中只有 b 正确.

22.（1）所有可能的 Y 为 (1,1,0,1), (0,0,0,1), (0,1,1,1), (0,1,0,0).

（2）对每个坐标 i, 因为 xi, yi, zi 都只能取 0 或 1, 通过枚举可以验证，三数 |xi − yi|, |yi −
zi|, |zi−xi| 中为 1 的个数只能是 0 或 2. 当三个数相同时, 三个差均为 0；当其中一个与另外两
个不同, 恰有两个差为 1. 因此对每个坐标都有 |xi − yi|+ |yi − zi|+ |zi −xi| ≡ 0 (mod 2).

对 i= 1,2, . . . ,n 求和, 得到 d(X,Y )+d(Y,Z)+d(Z,X)≡ 0 (mod 2). 所以该和为偶数.

或注意到 |xi − yi| 在此种情况下等价于 (xi + yi) 模 2，于是

|xi − yi|+ |yi − zi|+ |zi −xi| ≡ 2(xi + yi + zi)≡ 0 (mod 2)

23.（1）不具有性质 P.

（2）A= {(0,1,1), (1,0,1)}.

（3）任取集合 A中的两个不同元素 (x1,x2,x3,x4), (y1, y2, y3, y4),假设它们都满足 x1+x2+x3+

x4 = y1 + y2 + y3 + y4 = r, 其中 r = 0,1,2,3,4.
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当 r= 0时,A中有 1个元素 (0,0,0,0),不具有性质 P.当 r= 4时,A中有 1个元素 (1,1,1,1),不
具有性质 P.

当 r=1时,A中有 4个元素 (1,0,0,0), (0,1,0,0), (0,0,1,0), (0,0,0,1),取元素 (1,0,0,0), (0,1,0,0)

发现不符题意, 故集合 A 不具有性质 P.

当 r = 2 时,A 中有 6 个元素 (1,1,0,0), (1,0,1,0), (1,0,0,1), (0,1,1,0), (0,1,0,1), (0,0,1,1), 取元
素 (1,0,1,0), (0,1,0,1) 发现不符题意, 故集合 A 不具有性质 P.

当 r = 3 时,A 中有 4 个元素 (1,1,1,0), (1,1,0,1), (1,0,1,1), (0,1,1,1), 取 (1,1,1,0), (1,1,0,1) 发
现不符题意, 故集合 A 不具有性质 P.

综上,A 不具有性质 P.
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第一章 集合、映射与逻辑初步

1.2 集合

B 组

1. 设甲：A⊆B；乙：对任意集合 C, 有 (B∩C)∪A=B∩ (C ∪A), 则

(A) 甲是乙的充分不必要条件 (B) 甲是乙的必要不充分条件

(C) 甲是乙的充要条件 (D) 甲是乙既不充分也不必要条件

2.【2013 广东理 8】已知集合

S = {(x,y,z) | x,y,z ∈ N∗,且x < y < z,y < z < x,z < x < y 三个条件中恰有一个成立}

若 (x,y,z), (z,w,x)∈ S, 则下列命题正确的是

(A) (y,z,w)∈ S, (x,y,w) /∈ S (B) (y,z,w)∈ S, (x,y,w)∈ S

(C) (y,z,w) /∈ S, (x,y,w)∈ S (D) (y,z,w) /∈ S, (x,y,w) /∈ S

3.【2020 浙江 10】已知集合 S,T ⊆ N∗, S,T 中至少有两个元素, 且满足：（1）对任意 x,y ∈ S, 若
x ̸= y, 则 xy ∈ T ;（2）对任意 x,y ∈ T , 若 x < y, 则

y

x
∈ S, 则下列命题正确的是

(A) 若 |S|= 4, 则 |S∪T |= 7 (B) 若 |S|= 4, 则 |S∪T |= 6

(C) 若 |S|= 3, 则 |S∪T |= 4 (D) 若 |S|= 3, 则 |S∪T |= 5

附加练习

(1) 若 S 中恰有 2 个元素,

i. 若 1∈ S, 证明：S∩T ̸=∅, 并求 S∪T 的元素个数的所有可能值.
ii. 若 1 /∈ S, 求 S∪T 的元素个数的所有可能值.

(2) 若 S 中恰有 3 个元素 a,b, c(a < b < c).

i. 若 1∈ S, 证明 a,b, c 成公比为 b 的等比数列；

ii. 若 1 /∈ S, 证明 a,b, c 成公比为 a 的等比数列；

iii. 求 S∪T 的元素个数的所有可能值.

(3) 若 S 中恰有 4个元素 a,b, c,d(a < b < c < d),由条件（1）知 ab,ac,ad,bc, bd,cd∈ S,由条

件（2）知
cd

ab
,
d

a
,
d

b
,
d

c
,
c

b
,
c

a
,
b

a
∈ S.

i. 若 1 /∈ S, 证明 a,b, c,d 成公比为 a 的等比数列；

ii. 是否可能有 1∈ S？

iii. 求 S∪T 的元素个数.

4.【2010 福建文 15 改编】（多选）在平面直角坐标系 xOy 中, 定义点 A(x1, y1),B(x2, y2) 的运算：

（1）加法运算：A+B = (x1 +x2, y1 + y2)；
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（2）数乘运算：∀λ∈ R,λA= (λx1,λy1).

对于集合 S ⊆R2, 若对任意 P,Q∈ S 与满足 0⩽ θ ⩽ 1 的 θ 都有 θP +(1− θ)Q∈ S, 那么称集合
S 为凸集. 特别地, 定义空集 ∅ 是凸集. 则下列集合中是凸集的有

(A) {(x,y) | y = x+1} (B) {(x,y) |
x2

9
+ y2 ⩽ 1}

(C) {(x,y) | y ⩾ x−
3

x
,x > 0} (D) {(x,y) | x2 + y2 − 2|x|⩽ 0}

5.【2006 上海理 16 改编】（多选）设空间中存在两个相交平面 α,β. 对于平面上任意一点 M , 定义
dM = (p,q), 其中 p,q 分别是 M 到平面 α,β 的距离. 现给定常数 x,y > 0, 对于空间中的某个平
面 γ, 记集合 Aγ = {M ∈ γ | dM = (x,y)},Aγ 中可能有 (△) 个元素.

(A) 0 (B) 2 (C) 4 (D) 无穷多

6.【2009 北京文 8 加强】【2024“fiddie”第二次模考 11】（多选）在正方形 A1A2A3A4 中,设 D 是
正方形 A1A2A3A4 内部的点构成的集合,P0 ∈D, 则集合

S = {P | P ∈D, |PP0|⩽ |PAi|.i= 1,2,3,4}

表示的平面区域可能是

(A) 四边形区域 (B) 五边形区域 (C) 六边形区域 (D) 八边形区域

7.【2004 北京理 8 改编】（多选）已知函数 f(x) =

{
x, x∈ P,

−x, x∈M,
其中 P,M 为实数集 R的两个非

空子集. 设 f(P ) = {y | y = f(x),x∈ P}, f(M) = {y | y = f(x),x∈M}, 则下列叙述正确的是

(A) 若 P ∩M =∅, 则 f(P )∩ f(M) =∅ (B) 若 P ∩M ̸=∅, 则 f(P )∩ f(M) ̸=∅

(C) 若 P ∪M = R, 则 f(P )∪ f(M) = R (D) 若 P ∪M ̸= R, 则 f(P )∪ f(M) ̸= R

8. 设集合 A= {a1,a2,a3,a4,a5},B = {a21,a22,a23,a24,a25}, 其中 a1,a2, · · · ,a5 是从小到大排序的正
整数, 已知 A∩B = {a1,a4} 且元素和是 10,A∪B 的元素和是 224, 求集合 A.

9.【2015 浙江 6】设 A,B 是有限集,定义 d(A,B) = |A∪B|− |A∩B|,证明或反驳：对任意有限集
A,B,C,d(A,C)⩽ d(A,B)+d(B,C).

10.【2019 上海春考 12】已知集合 A= [t, t+1]∪ [t+4, t+9],0 /∈A,且存在正数 λ,使得对任意 a∈A

都有
λ

a
∈A, 求 t 的值.

11.【2016 浙江学考 25】已知函数 f(x) =
1

x−a
−

1

x− b
（a,b 为实常数且 a < b）. 设集合 M =

{(x,y) | y = f(x)},N = {(x,y) | y = λ(x−
a+ b

2
)2,λ∈ R}, 若 M ∩N =∅, 求 λ 的取值范围.

12.【2007 湖南文 10, 理 10】设集合 M = {1,2,3,4,5,6}.S1,S2, · · · ,Sk 都是 M 的含两个元素的子

集,且满足对任意的 Si = {ai, bi},Sj = {aj , bj}（i ̸= j, i, j ∈{1,2, · · · ,k}）,都有 min
{
ai

bi
,
bi

ai

}
̸=

min
{

aj

bj
,
bj

aj

}
, 求 k 的最大值.

13.【2024 上海春考 12 改编】已知集合 A= {a1,a2,a3,a4}= {2,4,8,16},B = {b1, b2, b3, b4} 满足
{ai +aj | 1⩽ i < j ⩽ 4}= {bi + bj | 1⩽ i < j ⩽ 4}, 求集合 B.
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14.【2026 深圳一模 14】已知 a1,a2, · · · ,a8 ∈ N∗. 记

S = {ai1 +ai2 + · · ·+ai7 | 1⩽ i1 < i2 < · · ·< i7 ⩽ 8} 其中i1, i2, · · · , i7 ∈ N∗

若 S = {82,83,84,85,86,87,89}, 求这 8 个正整数中的最大数与最小数的和.

15.【2010 湖南文 15】规定 E = {a1,a2, . . . ,a10} 的子集 {ai1 ,ai2 , . . . ,ain} 为 E 的第 k 个子集, 其
中 k = 2i1−1 +2i2−1 +2i3−1 + · · ·+2in−1.{a1,a3} 是 E 的第几个子集？E 的第 211 个子集是
什么？

16. 设集合 X = {1,2, · · · ,2n+1},n∈N∗,A⊆X 且满足：∀x,y ∈A,x+y /∈A,求 |A|的最大值.（用
含 n 的式子表示）

17.【2011 广东 8 改编】设 S,T 是整数集 Z 的非空子集, 如果 ∀a,b ∈ S, 有 ab ∈ S, 那么称 S 关
于乘法封闭. 设 T,V 是 Z 的两个不相交的非空子集, 满足 T ∪ V = Z, 且 ∀a,b, c ∈ T 有 abc ∈
T ,∀x,y,z ∈ V 有 xyz ∈ V . 证明：T,V 中至少有一个关于乘法是封闭的.

18.【2016 清华大学自主招生 30 改编】有 n 项的数列 {an} 满足

（1）对任意的 i, j(1⩽ i < j ⩽ n),ai < aj；

（2）对任意的 i, j,k(1⩽ i < j < k⩽ n),ai+aj ,aj +ak,ak+ai 三者中至少有一个是 {an}中的项.

求 n 的最大值.

19.【2026 海淀期末 21 节选】已知有穷数列 T : t1, t2, · · · , tm(m⩾ 2),用 φ(T )表示数列 T 中所有的
项构成的集合,定义变换 F ,F 将数列 T 变换成数列 F (T ) : |t1− t2|, |t2− t3|, · · · , |tn−1− tn|. 对
有穷数列 A1 : a1,a2, · · · ,an(n⩾ 2), 令数列 Ak+1 = F (Ak)(k = 1,2, · · · ,n− 1), 若

φ(A1)∪φ(A2)∪·· ·∪φ(An) =

{
1,2, · · · ,

n(n+1)

2

}
则称 A1 为 n 阶完美数列.

(1) 写出所有的 2 阶完美数列；

(2) 若数列 A1 为 3 阶完美数列, 求集合 φ(A1)∩{1,2,3} 的元素个数.

20.【2024 海淀期末 21（2）】给定奇数 m(m⩾ 3), 设 A 是由 m×m 个实数组成的 m 行 m 列的数
表, 且 A 中所有数不全相同, 记 A 中第 i 行第 j 列的数为 aij ∈ {−1,1},r(i) 为 A 的第 i 行各数
之和,c(j) 为 A 的第 j 列各数之和, 设集合

H =
{
(i, j)|aij · r(i)< 0或aij · c(j)< 0, i, j ∈ {1,2, · · · ,m}

}
记 H(A)为集合 H 所含元素的个数.若 r(1), r(2), · · · , r(m)中恰有 s个正数,c(1), c(2), · · · , c(m)

中恰有 t 个正数, 求证：H(A)⩾mt+ms− 2ts.

21.【2026 济南二模 19】已知数集 A= {a1,a2, · · · ,an} 满足：对任意 ai,aj ∈A, 存在 am ∈A 使得
|ai −aj |= |am −a1|.

(1) 若 A= {1,2,x},x∈ N∗, 求 x；

(2) 证明：对任意 ai,aj ∈A, 都有 (ai −a1)(aj −a1)⩾ 0；

(3) 若 a1 = a(a ̸= 0),a2 = 2a, 且 a2 < a3 < · · ·< an, 求数集 A 中所有元素的和.（用含 a,n

的式子表示）
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22.【2025 北京第一次学考 25】已知正整数 n⩾ 4, 集合 M = {a1,a2, · · · ,an} ⊆ Z . 若存在 M 的非
空子集 A, 满足 2⩽ |A|⩽ n− 2 且 A 中所有元素之积与 ∁MA 中所有元素之和相等, 则称 M 为
“积和集合”．

(1) 若 M = {−1,2,3,7}, 判断 M 是否为“积和集合”；（结论无需证明）

(2) 若 M = {1,2,4,a} 是“积和集合”, 写出 a 的所有可能取值；

(3) 若 M = {−2,1,3,5,7,9,11,13,15,17,19}, 判断 M 是否为“积和集合”, 并说明理由．

23.【2012 上海理 23】已知数集 X = {−1,x1,x2, · · · ,xn}(0 < x1 < x2 < · · · < xn,n ⩾ 2), 向量集
Y = {a | a= (s, t), s, t∈X}, 若对任意 a1 ∈ Y , 存在 a2 ∈ Y , 使得 a1 ·a2 = 0, 则称 X 具有性质
P .

(1) 若 x > 2, 且 {−1,1,2,x} 具有性质 P , 求 x 的值；

(2) 若 X 具有性质 P , 求证：1∈X, 且当 xn > 1 时,x1 = 1；

(3) 若 X 具有性质 P , 且 x1 = 1,x2 = q（q 为常数）, 求有穷数列 x1,x2, · · · ,xn 的通项公式.

24.【2009 北京理 20】已知数集 A= {a1,a2, . . . ,an} (1⩽ a1 <a2 < · · ·<an,n⩾ 2)具有性质 P：对
任意 i, j (1⩽ i⩽ j ⩽ n), aiaj 与

aj

ai
两数中至少有一个属于 A.

(1) 分别判断数集 {1,3,4} 与 {1,2,3,6} 是否具有性质 P；

(2) 证明: a1 = 1, 且
a1 +a2 + · · ·+an

a−1
1 +a−1

2 + · · ·+a−1
n

= an;

(3) 证明: 当 n= 5 时, a1,a2,a3,a4,a5 成等比数列.

25.【2013 江苏 23】设数列 {an}：

1,−2,−2,3,3,3,−4,−4,−4,−4, · · · ,

k个︷ ︸︸ ︷
(−1)k−1k, . . . , (−1)k−1k, · · ·

即当
(k− 1)k

2
< n⩽

k(k+1)

2
(k ∈ N∗) 时, an = (−1)k−1k. 记 Sn = a1 +a2 + · · ·+an(n ∈ N∗).

对于 l ∈ N∗, 定义集合
Pl = {n | Sn是an的整数倍,1⩽ n⩽ l}

求 |P11|, |P2000|.

26.【2003 全国卷 22】设 {an} 是集合 {2t+2s | s, t∈ Z,0⩽ s < t} 中所有的数从小到大排列成的数
列, 将数列 {an} 各项按照上小下大、左小右大的原则写成如下的三角形数表：

3

5 6

9 10 12

· · · · · · · · ·

(1) 写出这个三角形数表的第四行、第五行各数；

(2) 求 a100；

(3) 设 {bn} 是集合 {2r +2s +2t | 0 ⩽ r < s < t,且r,s, t ∈ Z} 中所有的数从小到大排列成的
数列, 已知 bk = 1160, 求 k.

27.【2026 北京第一次学考 25】已知集合 A= {a1,a2, · · · ,an},A 中恰有 s 个元素是奇数, 若
s

2
是偶

数, 则称 A 为“分偶集合”.
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（1）判断 {−1,2,5,7},{2,3,5,6,7,9,16} 是否为“分偶集合”；（结论无需证明）；

（2）若对任意整数 a,{2,3,5,6,7,a2, (a+ b)2} 均为分偶集合, 写出 b 的三个取值；

（3）设 n= 30,A⊆{x∈ Z | −29⩽ x⩽ 30},若 A中任意两个元素之和不等于 1,且
1

2

30∑
i=1

ai 是偶

数, 判断 A 是否可能为“分偶集合”, 并说明理由.

28.【2016 江苏 20】已知数列 {an}是公比为 3的等比数列,有限集 T ∈N∗.若 T =∅,定义 ST = 0；
若 T = {t1, t2, · · · , tk}, 定义 ST = at1 +at2 + · · ·+atk . 当 T = {2,4} 时, ST = 30.

(1) 求 {an} 的通项公式；

(2) 求证：对任意正整数 k, 若 T ⊆ {1,2, · · · ,k}, 则 ST < ak+1；

(3) 设 C ⊆ N∗, D ⊆ N∗, SC ⩾ SD , 求证: SC +SC∩D ⩾ 2SD .

29. 对集合 A= {1,2, . . . ,n}的每一个子集,定义其“交替和”如下：按照递减的次序重新排列该子集,
然后从最大数开始交替地减、加后续的数. 例如集合 {1,2,4,6,9}的“交替和”是 9−6+4−2+1=

6,集合 {5}的“交替和”是 5,规定空集的“交替和”为 0.记 A所有子集“交替和”的和为 Sn,
求

(a).S3 (b).Sn (c).

n∑
k=1

Sk

 

30.【2026“fiddie”模拟考 19】设集合 S = {2t+2s | 0⩽ s < t且s, t∈ Z}.例如 3,6,9,12,18,24属于
S, 若 T ⊆ S, 且 T 的所有元素从小到大排列后成等差数列, 则称 T 是 S 的一个等差子集.

(1) 是否存在奇数 x,y,z ∈ S(x < y < z), 使得 {x,y,z} 是 S 的等差子集？并说明理由；

(2) 证明：S 的含 4 个元素的等差子集有无穷多个；

(3) 证明：S 不存在含 5 个元素的等差子集.

31.【2025 北京 21】已知集合 A= {1,2,3,4,5,6,7,8} ,M = {(x,y)|x,y ∈A},从M 中选出 n个不同
的元素组成序列：(x1, y1), (x2, y2), · · · , (xn, yn), 若该序列的相邻项 (xi, yi), (xi+1, yi+1)(1⩽ i⩽
n− 1) 满足 {

|xi+1 −xi|= 3

|yi+1 − yi|= 4
或

{
|xi+1 −xi|= 4

|yi+1 − yi|= 3

则将该列称为 K 列.

(1)（A）对于第 1 项为 (3,3) 的 K 列, 写出它的第 2 项；

(2)（B）设 Γ为 K列,且 Γ中的项 (xi, yi)(i=1,2, · · · ,n)满足：当 i为奇数时,xi ∈{1,2,7,8},i
为偶数时,xi ∈ {3,4,5,6}, 判断 (3,2), (4,4) 能否同时为 Γ 中的项, 并说明理由.

(3)（C）证明：由 M 中全部元素组成的序列不是 K 列.

32.【2010 北京理 20】集合 Sn = {X | X = (x1,x2, . . . ,xn),xi ∈ {0,1}, i = 1,2, . . . ,n} (n ⩾ 2), 对
于 A= (a1,a2, . . . ,an),B = (b1, b2, . . . , bn)∈ Sn, 定义 A 与 B 的差为 A−B = (|a1 − b1|, |a2 −

b2|, . . . , |an − bn|); A 与 B 之间的距离为 d(A,B) =

n∑
i=1

|ai − bi|.
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(1) 证明: ∀A,B,C ∈ Sn, 有 A−B ∈ Sn, 且 d(A−C,B−C) = d(A,B)；

(2) 证明: ∀A,B,C ∈ Sn, d(A,B), d(A,C), d(B,C) 三个数中至少有一个是偶数；

(3) 设 P ⊆ Sn, P 中有 m (m⩾ 2)个元素,记 P 中所有两元素间距离的平均值为 d(P ). 证明:
d(P )⩽

mn

2(m− 1)
.

33.【2018 北京理 20】设 n 为正整数, 集合

A= {α | α= (t1, t2, · · · , tn), tk ∈ {0,1}, k = 1,2, · · · ,n}

对于集合 A 中的任意元素 α= (x1,x2, · · · ,xn) 和 β = (y1, y2, · · · , yn), 记

M(α,β) =
1

2
[(x1 + y1 −|x1 − y1|)+ (x2 + y2 −|x2 − y2|)+ · · ·+(xn + yn −|xn − yn|)]

(1) 当 n= 3 时, 若 α= (1,1,0), β = (0,1,1), 求 M(α,α) 和 M(α,β) 的值；

(2) 当 n = 4 时, 设 B 是 A 的子集, 且满足: 对于 B 中的任意元素 α,β, 当 α,β 相同时,
M(α,β) 是奇数; 当 α,β 不同时, M(α,β) 是偶数. 求集合 B 中元素个数的最大值；

(3) 给定不小于 2 的 n, 设 B 是 A 的子集, 且满足: 对于 B 中的任意两个不同的元素 α,β,
M(α,β) = 0. 写出一个集合 B, 使其元素个数最多, 并说明理由.
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1. C. 由分配律,有 B∩(C∪A)= (B∩C)∪(B∩A).充分性满足,由 A⊆B有 (B∩C)∪(B∩A)=

(B∩C)∪A, 所以命题乙成立. 必要性满足, 可知 A⊆ (B∩C)∪A=B∩ (C ∪A)⊆B.

2. B. 方法一：令w=1，x=2，y=3，z=4，则 (2,3,4)，(4,1,2)∈S。可以判断 (y,z,w)= (3,4,1)∈S，
(x,y,w) = (2,3,1)∈ S。故选 B。

方法二：由条件，¬ x<y < z，­ y < z <x，® z <x<y必有一个成立；̄ z <w<x，° w<x<z，
± x < z < w 中必有一个成立。

经过简单分析可知只能有下面四种情况：

(1) ¬°同时成立；(2) ¬±同时成立；(3) ­¯同时成立；(4) ®¯同时成立。这四种情况都能推出
B 选项的结果。

证明：因为 (x,y,z) ∈ S，所以¬ x < y < z，­ y < z < x，® z < x < y 必有一个成立；因为
(z,w,x)∈ S，所以¯ z < w < x，° w < x< z，± x < z < w 必有一个成立。

(1) 若¬成立，则°或±成立，从而 w < x< y < z 或 x < y < z < w。

当 w < x < y < z 时，因为 y < z < w，z < w < y，w < y < z 中恰好只有 w < y < z 成立，所
以 (y,z,w) ∈ S。因为 x < y < w，y < w < x，w < x < y 中恰好只有 w < x < y 成立，所以
(x,y,w)∈ S。

当 x < y < z < w 时，因为 y < z < w，z < w < y，w < y < z 中恰好只有 y < z < w 成立，所
以 (y,z,w) ∈ S。因为 x < y < w，y < w < x，w < x < y 中恰好只有 x < y < w 成立，所以
(x,y,w)∈ S。

(2)若­成立，则¯成立，从而 y < z <w<x。因为 y < z <w，z <w < y，w< y < z 中恰好只有
y < z <w 成立，所以 (y,z,w)∈ S。因为 x< y <w，y <w<x，w<x< y 中恰好只有 y <w<x

成立，所以 (x,y,w)∈ S。

(3)若®成立，则¯成立，从而 z <w <x< y。因为 y < z <w，z <w < y，w< y < z 中恰好只有
z <w< y 成立，所以 (y,z,w)∈ S。因为 x< y <w，y <w<x，w<x< y 中恰好只有 w<x< y

成立，所以 (x,y,w)∈ S。

综上所述，(y,z,w)∈ S 且 (x,y,w)∈ S。

3. 附加练习解答如下：

（1.1）设 S = {1,a}(a > 1)，则 a ∈ T,S ∩ T ̸= ∅，若 |T | = 3，设 T = {p,q, r}(p < q < r)，则
r

p
,
r

q
∈ S，这两个数不相同且不等于 1，而 S 中只有 a ̸= 1, 矛盾，当 |T |> 3 时显然也不成立，

故 |T |= 2，可得 T = {a,a2} 或 T = {1,a}，于是 |S∪T |= 2 或 3。

（1.2）设 S = {a,b}(1< a < b)，则 ab ∈ T。若 |T |= 2，设 T = {ab,x}, 可得 x= a 或 b 或 a2b

或 ab2, 于是 |S∪T |= 3 或 4。

若 |T |= 3，设 T = {x,y,z},ab ∈ T ，可知
y

x
,
z

x
,
z

y
∈ S，而

y

x
<

z

x
,
z

y
<

z

x
，则一定有

y

x
=

z

y
，

故 x,y,z 成等比数列，公比是 a。由于
z

x
= a2 ∈ S，故 b= a2，S = {a,a2}。由上述讨论可知

T = {a,a2,a3} 或 {a2,a3,a4} 或 {a3,a4,a5}，故 |S∪T |= 3 或 4 或 5.

综上，|S∪T |= 3或4或5。
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（2.1）已知 a= 1，设 S = {1, b, c}，可知 b, c, bc∈ T，又因为
c

b
∈ S，且

c

b
̸= c,

c

b
̸= 1，于是 c

b = b,
可得 c= b2，于是 a,b, c 成公比为 b 的等比数列。

（2.2）设 S = {a,b, c}(1< a < b < c)，可知 ab < ac < bc ∈ T , 于是
c

b
,
c

a
,
b

a
∈ S, 由于

b

a
< b < c，

故
b

a
= a，可得 b= a2。

已知
c

a
̸= c，假设

c

a
= a，则 c= a2 = b，矛盾，故

c

a
= b，可得 c= a3，于是 a,b, c 成公比为 a

的等比数列。

（2.3）若 1∈ S，由问题（2.2）的结论可设 S = {1, b, b2}，此时 b, b2, b3 ∈ T。

若存在 k∈N∗ \{1,2,3}满足 bk ∈ T，则有
bk

b3
,
bk

b2
,
bk

b
∈S，而

bk

b
> b2，矛盾，故 T = {b, b2, b3}，

该情况下 |S∪T |= 4

若 1 /∈ S，由问题（2.3）的结论可设 S = {a,a2,a3}(a > 1)，则 a3,a4,a5 ∈ T，讨论得 T 可为
{a3,a4,a5} 或 {a3,a4,a5,a6} 或 {a2,a3,a4,a5}，在该情况下，|S∪T |= 5 或 6.

综上，|S∪T |= 4 或 5 或 6。

（3.1）设 S= {a,b, c,d}(1<a< b< c< d)。由题设：
cd

ab
,
d

b
,
d

c
,
c

b
,
c

a
,
b

a
∈S，由

b

a
<

c

a
<

d

a
与 a> 1

可得
b

a
< b,c,d，因此

b

a
= a，于是 b= a2.

因为
c

b
<

c

a
<

d

a
<

cd

ab
且这些元素都属于 S，所以

c

b
= a，可得 c= a3，此时有 d,

d

a
,
d

a2
,
d

a3
,a,a2 ∈

S = {a,a2,a3, d}，可得 d= a4，于是 a,b, c,d 成公比为 a 的等比数列。

（3.2）不可能。假设 S = {1, b, c,d}，则
cd

b
,d,

d

b
,
d

c
,
c

b
, c, b∈ S，而

cd

b
> d ，矛盾。

（3.3）由问题（3.1）（3.2）的结论，可知 S = {a,a2,a3,a4} ，此时 a3,a4,a5,a6,a7 ∈ T，T 中也
不可能存在其他元素（已有 5个元素，彼此作商至少得到 4个结果），故 T = {a3,a4,a5,a6,a7}，
于是 |S∩T |= 7

4. AB. 原题意指：若对 S 中的任意两个不同的点, 其连线段上的所有点均属于集合 S, 则 S 是凸
集, 依次画出四个选项表示的区域, 据该定义判断即可.

5. ACD. 到平面 α 的距离为 |x| 的点构成平行于 α 的两个平面, 它们位于平面 α 的两侧, 同理,
到平面 β 的距离为 |y| 的点构成平行于 β 的两个平面, 它们位于平面 β 的两侧, 同时满足上述两
个条件的点构成这两组平面的四条平行交线, 记为集合 L, 可知 Aγ =L∩γ, 其元素个数可能为 0
（与这四条直线无交点）,4（与这四条直线各有一个交点）或无穷多个（包含这四条直线中的至少
一条）.

6. ABC. 对于条件 |PP0|⩽ |PAi| , 当 |PP0|= |PAi| 时, 满足条件的点构成线段 P0Ai 的垂直平
分线,它将平面划分为两部分,满足 |PP0|⩽ |PAi|的所有点构成靠近 P0 侧的这一部分,记为 Si,
要判断 S1 ∩S2 ∩S3 ∩S4 构成区域的形状, 只需依次作出 P0A1,P0A2,P0A3,P0A4 的垂直平分
线,它们与正方形边界围成的图形就是我们要求的区域,通过作图反复尝试,可知该区域可能为四
边形区域, 五边形区域, 六边形区域.

7. A 错. 例如 P = {1},M = {−1} 时,P ∩M = ∅, 但 f(P ) = f(M) = {1}. 由于 f 是函数, 若
P ∩M ̸= ∅, 交集中的元素只能是 0；于是 0 ∈ f(P )∩ f(M),B 正确. C 错, 例如 P = (0,+∞)、
M = (−∞,0] 时虽有 P ∪M = R, 但 f(P )∪ f(M) = [0,+∞). D 正确：若 P ∪M ̸= R, 取 x /∈
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P ∪M . 若 x 在像并集中, 则必须有 −x∈M；若 −x 不在像并集中, 则矛盾, 若 −x∈ P , 再考察
−x 可知函数定义要求相应的另一侧也出现, 最终仍与 x /∈ P ∪M 矛盾. 因此选 B、D.

8. A={1,3,4,9,10}. 由 a1 ⩽ a21 <a22,a1 <a2且 a1 ∈A∩B可知,a1 = a21,于是 a1 =1,a4 =9.A∪B

的元素和为 224,A∩B 的元素和为 10, 故 a1,a2, · · · ,a5,a21,a22, · · · ,a5 这 10 个元素的和为 234,
于是 a2 + a3 + a5 + a22 + a23 + a25 = 142. 下确定 a5 的值, 可知 10 ⩽ a5 ⩽ 11, 当 a5 = 11 时,a2 +
a3 + a22 + a23 = 10, 不存在满足条件的 a2,a3, 于是 a5 = 10, 有 a2 + a3 + a22 + a23 = 32, 同上进行
讨论, 可得 a2 = 3,a3 = 4. 故 A= {1,3,4,9,10}.

9. 对任意有限集 E, 记 1E(x) 为其示性函数. 对任意元素 x, 有 1A△B(x) = |1A(x)−1B(x)|. 可知

d(A,B) =
∑
x

|1A(x)−1B(x)|

由三角不等式：|1A(x)−1C(x)|⩽ |1A(x)−1B(x)|+ |1B(x)−1C(x)|.对所有可能的 x求和,得
到 d(A,C)⩽ d(A,B)+d(B,C). 所以题述命题成立.

10. 1 或 −3. 对 A 中的每个元素 a 变换为 λ/a 后，新元素仍形成两段区间，并且每个新区间内
的元素由同一区间元素变换得到，记区间 A,B 变换得到区间 A∗,B∗。若 A=A∗,B =B∗，则
λ/(t+1) = t,λ(t+4) = t+9，解得 t=−3，此时 A= [−3,−2],B = [1,6]. 若 A=B∗,B =A∗，
则 t= λ/(t+9), t+1= λ/(t+4)，解得 t= 1，此时 A= [1,2],B = [5,10].

11. 0⩽ λ< 64/(b−a)3. 因为 M ∩N = ∅，所以函数 y = f (x) 与 y = λ

(
x−

a+ b

2

)2

的图象无

公共点，即方程
1

x−a
−

1

x− b
= λ

(
x−

a+ b

2

)2

无实数解，两边同乘 (x−a)(x− b), 即方程

a− b= λ (x−a) (x− b)

(
x−

a+ b

2

)2

(x ̸= a 且x ̸= b) (∗)

无实数解。

（i）当 λ= 0 时 (∗) 无解，显然符合题意。

（ii）当 λ ̸= 0 时，令 y = (x−a) (x− b)

(
x−

a+ b

2

)2

, 变形得

y =

[(
x−

a+ b

2

)2

−
(a− b)2

4

](
x−

a+ b

2

)2

.

设 t=

(
x−

a+ b

2

)2

得 y = t

[
t−

(a− b)2

4

]
=

[
t−

(a− b)2

8

]2

−
(a− b)4

64
.

于是当 t=
(a− b)2

8
，即 x=

a+ b

2
±

√
2

4
(a− b) 时，有 ymin =−

(a− b)4

64
。

要使 (∗) 无实数解，只要
a− b

λ
<−

(a− b)4

64
, 解得 0< λ<

64

(b−a)3
。

综上可得 0⩽ λ <
64

(b−a)3
。

12. 11. 不妨设 ai < bi, 题目条件转化为: 对任意 Si,Sj(i, j ∈ {1, · · · ,k}, i ̸= j) 都有
ai

bi
̸=

aj

bj
. 相当

于求由 1,2,3,4,5,6 之间可以构成的互不相等且小于 1 的分数的个数, 考虑在取数时只保留既约分
数, 有 1/2,1/3,1/4,1/5,1/6,2/3,2/5,3/4,3/5,4/5,5/6 共 11 个.
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13. {2,4,6,8} 或 {−1,7,11,13}. 计算 A 中两两元素之和, 其构成集合 {6,10,12,18,20,24}.

对于集合 B, 不妨设 b1 < b2 < b3 < b4, 可知

b1 + b2 < b1 + b3 < b2 + b3 < b2 + b4 < b3 + b4

其中 b1 + b3 < b1 + b4 < b2 + b4, 现讨论 b1 + b4 与 b2 + b3 的大小关系.

若 b1 + b4 < b2 + b3, 则唯一确定了所有两两元素之和的值, 在此条件下求得 B = {−1,7,11,13}

若 b1 + b4 > b2 + b3, 同理可得 B = {2,4,6,8}

14. 23. 满足 1 ⩽ i1 < i2 < · · · < i7 ⩽ 8 的正整数组 (i1, · · · , i7) 最多只有 8 组, 即从 1,2, · · · ,8 中
去掉某一个数后从小到大排列得到的数组．而 S 是 7 元集, 故在所有 ai1 + ai2 + · · ·+ ai7 (
1⩽ i1 < i2 < · · ·< i7 ⩽ 8 ) 中, 恰有两个数相同．

设 n= a1 +a2 + · · ·+a8．改写 S 为

S = {n−ai | 1⩽ i⩽ 8}.

不妨设 a1 < a2 < · · ·< a7, 且 a8 ∈ {a1, · · · ,a7}, 则 S 中元素从小到大排列后是

n−a7 < n−a6 < · · ·< n−a1,

因此,n−a7 = 82,n−a6 = 83,· · · ,n−a2 = 87,n−a1 = 89．

设 a1 = a,则 a2 = a+2,a3 = a+3,· · · ,a7 = a+7．于是 n=(a1+a2+ · · ·+a7)+a8 =7a+27+a8．
所以 n−a7 = 6a+20+a8 = 82, 得 6a+a8 = 62．

由 a1 ⩽ a8 ⩽ a7 , 即 a⩽ a8 ⩽ a+7, 得 7a⩽ 62 且 7a+7⩾ 62．又因为 a∈ N∗, 所以 a= 8, 所以
a8 = 14．

因此 a1, · · · ,a8 是 8, 10, 11, 12, 13, 14, 14, 15,其中的最小数是 8,最大数是 a7 = a+7= 15,最小
数与最大数之和是 23．

15. 5, {a1,a2,a5,a7,a8}. {a1,a3} 的编号为 21−1 +23−1 = 1+4 = 5. 又 211 = 27 +26 +24 +

21 +20. 可知第 211 个子集为 {a1,a2,a5,a7,a8}.

16. n+1. 方法一：构造集合 A= {n+1,n+2, . . . ,2n+1},这是符合题意的,因为其中任意两个元
素之和都大于 2n+1. 此时 |A|= n+1.

下面证明任何满足 |A|⩾ n+2 的集合 A 都不符合题意. 可以证明, 若任意满足 |A|= k 的集合 A

都不符合题意, 则任意满足 |A|> k 的集合 A 也不符合题意. 下证明, 任何满足 |A|= n+2 的集
合 A 都不符合题意.

使用数学归纳法,当 n=1时,全集为 {1,2,3}.此时 |A|=3,只能有 A= {1,2,3}.由于 1+2= 3,
所以 A 不符合题意.

假设当 n= k 时, 任意满足 |A|= k+2 的集合 A⊆ {1,2, . . . ,2k+1} 都不符合题意.

当 n= k+1 时, 设集合 A⊆ {1,2, . . . ,2k+3} 满足 |A|= k+3 且符合题意, 此时集合 A 中最多
有 k−1 个元素属于 {1,2, . . . ,2k+1}, 故 2k+2,2k+3∈A. 将集合 {1,2, . . . ,2k+2} 分成 k+1

对：

{1,2k+2},{2,2k+1}, . . . ,{k+1,k+2}.
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每一对中的两个元素之和均为 2k+3,它们不能同时出现在集合 A中,故集合 A中的元素最多有
(k+1)+1= k+2个,与 |A|= k+3矛盾.故对于任意满足 |A|= k+3的集合 A⊆{1,2, . . . ,2k+
3} 都不符合题意.

根据数学归纳法, 原命题得证.

法二：构造集合 A = {1,3,5, . . . ,2n+1}. 这是符合题意的, 因为其中任意两个元素之和为偶数,
一定不属于 A. 此时 |A|= n+1.

下面证明任意符合题意的集合都满足 |A|⩽ n+1.

设 A中共有 k(k⩽ n+1)个奇数 a1 >a2 > · · ·>ak,则偶数 a1−a2 <a1−a3 < · · ·<a1−ak,这
(k− 1) 个偶数互不相同且一定属于 A, 假设其中一个偶数 a1 − ai(2 ⩽ i ⩽ k) ∈A, 则 ai +(a1 −
ai) = a1 ∈A, 这与题设矛盾, 故这 k 个偶数均不属于 A, 于是 |A|⩽ k+[n− (k− 1)] = n+1.

17.

18. 讨论 {an} 中的正数和负数的个数．

由条件（1）,{an}各项互不相同．如果 {an}中至少有 8项,那么 {an}中要么至少有 4个正数,
要么至少有 4 个负数．

不妨设 {an}中至少有 4个正数．记 {an}中的 4个最大的正数从小到大排列为 0<x<y<z<w.

由条件（2）,y+ z, z+w, w+ y 中至少有一个是 {an} 中的项．但是 z+w, w+ y 都大于 w, 所
以只能有 y+ z 是 {an} 中的项, 而且 y+ z =w.

再由条件（2）,x+z, z+w, w+x中至少有一个是 {an}中的项．但是 z+w, w+x都大于 w,所
以只能有 x+ z 是 {an} 中的项．但是 z < x+ z < y+ z =w. 根据前面的假设,x,y,z,w 是 {an}
中最大的四项, 从而 {an} 中没有数位于区间 (z,w) 之间．所以 x+ z 不可能是 {an} 中的项, 矛
盾．

综上,{an} 不可能有 8 项．

另外可以举出含有 7 项的满足两个条件的数列：−3,−2,−1,0,1,2,3．故 n 的最大值为 7．

19.

20.

21.（1）由题设,A= {1,2,x}的任意两元素之差的绝对值都必须等于某个 |am−a1|,设前者构成的集
合为 B = {1, |x− 1|, |x− 2|}, 后者构成的集合为 C. 必须有 B ⊆C.

如果 x1 = 1, 那么 C = {0,1, |x− 1|}, 可得 x= 3;

如果 x1 = 2, 那么 C = {0,1, |x− 2|}, 没有满足条件的 x;

如果 x1 = x, 那么 C = {0, |x− 1|, |x− 2|}, 可得 x= 3.

综上,x= 3.

（2）用反证法，假设存在 ai,aj ∈A 使得 (ai−a1)(aj −a1)< 0. 不妨设 ai < a1 < aj ,记 A 中的
最小元为 u, 最大元为 v, 一定有 u⩽ ai < aj ⩽ v.

对任意 am ∈A,

|am −a1|⩽ max{|au −a1|, |av −a1|}< |(u−a1)− (v−a1)|= |u− v|
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于是对任意 am ∈A,|au −av| ̸= |am −a1|, 矛盾, 因此 (ai −a1)(aj −a1)⩾ 0.

（3）当 a > 0 时, 有 a1 < a2 < a3 < · · ·< an. 首先确定 a3 −a2 的值, 可知

a3 −a2 < a3 −a1 < a4 −a1 < · · ·< an −a1

这里的 n− 1 个元素互不相同, 并且它们均属于集合 {|a2 −a1|, |a3 −a1|, . . . , |an −a1|}, 于是它
们按从小到大的顺序对应相等，即有 a3 −a2 = a2 −a1。再确定 a4 −a3 的值, 可知

a4 −a3 < a4 −a2 < a4 −a1 < a5 −a1 < · · ·< an −a1

这里的 n− 1 个元素互不相同, 并且它们均属于集合 {|a2 −a1|, |a3 −a1|, . . . , |an −a1|}, 同上可
得 a4−a3 = a2−a1,依次类推，可以证明对任意 2⩽ i⩽n,ai−ai−1 = a2−a1,于是 a1,a2, · · · ,an

成等差数列, 其通项公式为 an = na, 元素和为
an(n+1)

2

当 a < 0时,有 a2 < a3 < · · ·an < a1,同理可证 a2,a3, · · · ,an,a1 成等差数列,其首项为 a2 = 2a,
末项为 a1 = a, 元素和为

3an

2
.

注：如果考虑数学归纳法，则只能用于证明 a > 0 的情况。

用数学归纳法证明命题：当 a > 0 时，an 的通项公式为 an = na。当 n= 2 时，a1 = a,a2 = 2a，
命题成立。假设当 n= k 时，ak = ka，当 n= k+1 时，集合 A= {a,2a, · · · ,ka,ak+1}, 下证明
ak+1 =(k+1)a.ak+1 =(k+1)a当且仅当 ak+1−ak = a= a2−a1。用反证法，假设 ak+1−ak ̸=
a2 −a1，那么

ak+1 −ak ∈ {a3 −a1,a4 −a1, · · · ,ak −a1}
即 ak+1 −ak ⩾ 2a, 于是 ak+1 ⩾ (k+2)a,ak+1 −a2 ⩾ ka，而

a1 −a1 < a2 −a1 < a3 −a1 < · · ·< ak −a1 < ak+1 −a2 < ak+1 −a1

于是不存在 am ∈A 使得 |ak+1 − a2|= |am − a1|, 矛盾. 因此 ak+1 − ak = a2 − a1, 即 ak+1 =

(k+1)a. 由数学归纳法，命题得证。

观察此方法，从 a1,a2, · · · ,ak 为等差数列可推出 a1,a2, · · · ,ak+1 为等差数列，据此改进反证法。

用反证法，假设 a1,a2, · · · ,an 不是以 a2 − a1 为公差的等差数列，则存在 2 ⩽ i ⩽ n− 1 使得
ai+1 −ai ̸= a2 −a1，取所有满足该条件的 i 中的最小值记为 x, 于是

a3 −a2 = a4 −a3 = · · ·= ax−1 −ax−2 = a2 −a1, ax −ax−1 ̸= a2 −a1

由于 a2 −a1 < a3 −a1 < · · ·，于是 ax −ax−1 > a2 −a1, 可推出

ax −a2 = (ax −ax−1)+ (ax−1 −a2)> ax−1 −a1, ax −a2 < ax −a1

故不存在 am ∈A 使得 |ak+1 −a2|= |am −a1|, 矛盾. 因此 a1,a2, · · · ,an 成等差数列.

教评：上课时询问了学生下述问题：

问题 1：本题第（2）问为什么考虑反证法？（使用反证法的动机是什么？）

题目要求证明对任意 ai,aj ∈ A 都有 (ai − a1)(aj − a1) ⩾ 0。直接证明所需要分析的范围过大，
反证法通过假设存在一个反例来推导出矛盾，将难以利用的待证命题转化为可以直接上手使用
的具体的假设。

学生不清楚使用反证法的动机，一方面是学生在此前的学习中对此接触较少，遇到需使用反证法
（正面难以解答）的习题时产生了畏惧。实际上反证法就是一种寻常的证明方式，并非什么高级
的技巧。
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数学思维训练的最关键一步在于如何正确利用和吸收外部帮助，对高中学生而言，具体体现在理
解并学习参考答案这一步，这里也往往伴随着诸多严重的问题，学生首先不能对参考答案的每一
步都给出一个（或多个）足以说服自己的动机，他们要么认为这些步骤是凭空出现的，从而泄气，
要么是草草了事，自认为完全搞懂了，实则一问三不知。

教师的职责是引导学生去思考这些步骤的动机，对于不理解的，学生要在教师的鼓励下积极提出
自己的疑惑，而非给学生灌输现成的答案。

问题 2：对于哪些问题可以考虑使用反证法？确定反证法后的下一步是什么？如何最大可能地暴
露矛盾？

一个经典的使用反证法的习题是：证明
√
2 是无理数。一个数是有理数，那么它可以写作

p

q
的

形式，其中 p 和 q 是互质的整数。但我们很难用如此简洁的方式去描述无理数的特征，从无理
数入手难而从有理数入手易，于是反设

√
2是有理数，推导出矛盾。这一个例子说明，当待证命

题较为宽泛而其否命题较为具体时，反证法是一个不错的选择。

确定反证法的下一步就是尝试最大限度地暴露矛盾。对于本题第（2）问，虽然存在 ai <a1 <aj，
但 |ai−aj |仍可能等于 |am−a1|，如何找到一组 ap,aq，使得 |ap−aq|不等于任何 |am−a1|？
我们尝试将它们的差推到最大值，即取集合中的最大元与最小元。再以本节 B 组习题第 8 题
【2026“fiddie”模拟考 19（3）】为例，要证明 S 不存在含 5 个元素的等差子集。

22.（1）设 A= {2,3},∁MA= {−1,7},则 A中元素之积等于 ∁MA中元素之和,故M 为“积和集合”．

所以本题答案为：是（答题时无需写过程）

（2）分情况讨论．

若 A= {1,2},∁MA= {4,a}, 则 a=−2．

若 A= {1,4},∁MA= {2,a}, 则 a= 2, 但与互异性矛盾．

若 A= {1,a},∁MA= {2,4}, 则 a= 6．

若 A= {2,4},∁MA= {1,a}, 则 a= 7．

若 A= {2,a},∁MA= {1,4}, 则 2a= 5, 与 a 是整数矛盾．

若 A= {4,a},∁MA= {1,2}, 则 4a= 3, 与 a 是整数矛盾．

因此 a 的所有可能取值是 −2、6、7．（答题时无需写上述分析过程）

（3）若 M 是积和集合, 则存在 M 的非空真子集 A, 使得 A 中所有元素的乘积等于 ∁MA 中所有
元素的和．设 A 中所有元素的乘积为 P ,∁MA 中所有元素的和为 S．由题意,P = S．

若 −2∈A, 则 P < 0,S > 0, 矛盾．故 −2∈ ∁MA．

若 |A|⩾ 4, 则 P ⩾ 1× 3× 5× 7 = 105．而 M 中所有元素和为 −2+1+3+ · · ·+19 = 98, 所以
S < 98<P , 矛盾. 下讨论 |A|= 2,|A|= 3 两种情况.

若 |A|= 2, 则 P 一定是奇数, 而 S 一定是偶数, 矛盾．

若 |A| = 3, 当 1 /∈ A 时,P ⩾ 3× 5× 7 = 105, 同上可推出矛盾, 故 1 ∈ A. 设 A = {1,x,y}, 则
P = xy,S = 98− 1−x− y = 97−x− y．
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由 P = S 得 xy = 97−x− y, 即 xy+x+ y = 97．这一方程可以改写为 (x+1)(y+1) = 98, 又
x+1, y+1 均为偶数, 所以 (y+1)(z+1) 是 4 的倍数, 而 98 不是 4 的倍数, 矛盾．

综上,M 不是“积和集合”．

23.（1）取向量 (2,x)∈ Y . 设它的一个垂直向量为 (u,v), 其满足 2u+xv = 0.u,v 不可能均为正数或
均为负数

若 u=−1, 则 xv = 2, 而 xv ⩾ x > 2, 不可能使等式成立. 若 v =−1, 则 2u= x. 只可能有 u= 2,
此时 x= 4, 检验 X = {−1,1,2,4} 是符合题意的, 所以 x= 4.

（2）取向量 (−1,−1)∈ Y . 由题意, 设它的一个垂直向量为 (u,v), 其满足 (−1)u+(−1)v = 0, 即
u+ v = 0.u,v 不可能均为正数, 不妨设 u=−1, 则 v = 1, 于是 1∈X.

假设当 xn > 1 时,x1 < 1, 取向量 (x1,xn) ∈ A, 由题意, 设它的一个垂直向量为 (u,v), 其满足
ux1 + vxn = 0.u,v 不可能均为正数或均为负数

若 u=−1,则 vxn = x1,而 vxn ⩾ x1xn >x1,矛盾；若 v=−1,则 ux1 = xn,而 ux1 ⩽ x1xn <xn,
矛盾.

于是当 xn > 1 时, 必有 x1 ⩾ 1.

（3）猜测有穷数列 {xn} 的通项公式只可能为 xn = qn−1(q > 1), 采用数学归纳法证明：

当 n= 2 时, 命题显然成立. 当 n= 3 时, 假设 X = {−1,1, q,x}, 取向量 (q,x) ∈X, 设它的一个
垂直向量为 (u,v), 其满足 uq+ vx= 0.u,v 不可能均为正数或均为负数

当 u=−1 时,vx= q, 而 vx⩾ x > q, 不符题意. 当 v =−1 时,uq = x,u 只可能为 q, 于是 x= q2,
命题成立.

假设当 n= k 时命题成立. 当 n= k+1 时, 考虑向量 (q,xk+1), 设它的一个垂直向量为 (u,v), 其
满足 uq+ vxk+1 = 0.u,v 不可能均为正数或均为负数

当 u = −1 时,vxk+1 = q, 而 vxk+1 ⩾ xk+1 > q, 不符题意. 当 v = −1 时,uq = xk+1, 当 u 取
x1 = 1,x2 = q, · · · ,xk−1 = qk−2 时均不满足该等式, 于是 u 只可能为 xk = qk−1. 故 xk+1 = qk.
由此完成了证明.

评：本题与【2009 北京 20】非常相似, 只是改变了问题呈现的背景, 条件复杂了、隐蔽了, 如
果将向量的数量积为 0 关系：对任意向量 ai,j = (xi,xj) 必存在向量 (−1,xk) 或 (xm,−1) 使
xi = xkxj 或 xj = xmxi 成立, 也就是对任意的 i, j (1⩽ i, j ⩽ n), 都有

xi

xj
与

xj

xi
两数中至少有

一个属于 X．这个中间结论与北京卷的条件“对任意的 i, j (1⩽ i⩽ j ⩽ n),aiaj 与
aj

ai
两数中至

少有一个属于 A”何其相像！

解答高考难题或抽象度高的新颖题时, 一定要学会“退”, 退到最简单又不失本质的特殊问题上．
我们寻求一个问题的解答没有成功的原因最可能是, 有一个比手头问题更简单、更容易的问题没
有完全解决或完全没有解决．

新答案（来源：4.3 多个量词的问题（2）数列.md）：（1）选取 # »a1 = (x,2)，Y 中与 # »a1 垂直的元
素必有形式 (−1, b)．

⋯⋯2 分
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所以 x= 2b，从而 x= 4．

⋯⋯4 分

（2）证明：取 # »a1 = (x1,x1)∈ Y．设 # »a2 = (s, t)∈ Y 满足 # »a1 · # »a2 = 0．

由 (s+ t)x1 = 0 得 s+ t= 0，所以 s, t 异号．

因为 −1 是 X 中唯一的负数，则 s, t 之中一为 −1，另一为 1，故 1∈X．

⋯⋯7 分

假设 xk = 1，其中 1< k < n，则 0< x1 < 1< xn．

选取 # »a1 = (x1,xn)∈ Y，并设 # »a2 = (s, t)∈ Y 满足 # »a1 · # »a2 = 0，即 sx1 + txn = 0，

则 s, t 异号，从而 s, t 之中恰有一个为 −1．

若 s=−1，则 x1 = txn > t⩾ x1，矛盾．若 t=−1，则 xn = sx1 < s⩽ xn，矛盾．所以 x1 = 1．

⋯⋯10 分

（3）解法一：设 # »a1 = (s1, t1)， # »a2 = (s2, t2)，则 # »a1 · # »a2 = 0 等价于
s1

t1
=−

t2

s2
．

记 B =

{
s

t
|s∈X,t∈X, |s|> |t|

}
，则数集 X 具有性质 P 当且仅当数集 B 关于原点对称．

⋯⋯14 分

注意到 −1 是 X 中的唯一负数，B∩ (−∞,0) = {−x2,−x3, · · · ,−xn} 具有 n− 1 个数，所以
B∩ (0,+∞) 也只有 n− 1 个数．

由于
xn

xn−1
<

xn

xn−2
< · · ·<

xn

x2
<

xn

x1
，已有 n− 1 个数，对以下三角数阵

xn

xn−1
<

xn

xn−2
< · · ·<

xn

x2
<

xn

x1

xn−1

xn−2
<

xn−1

xn−3
< · · ·<

xn−1

x1
· · · · · ·
x2

x1

注意到
xn

x1
>

xn−1

x1
> · · ·>

x2

x1
，则

xn

xn−1
=

xn−1

xn−2
= · · ·=

x2

x1
，从而数列的通项为 xk =x1

(
x2

x1

)k−1

=

qk−1，k = 1,2, · · · ,n．

⋯⋯18 分

解法二：猜测 xi = qi−1，i= 1,2, · · · ,n．

⋯⋯12 分

记 Ak = {−1,1,x2, · · · ,xk}，k = 2,3, · · · ,n．

先证明：若 Ak+1 具有性质 P，则 Ak 也具有性质 P．

任取 # »a1 = (s, t)，s, t∈Ak，当 s, t 中出现 −1 时，显然有 # »a2 满足 # »a1 · # »a2 = 0．

当 s ̸=−1 且 t ̸=−1 时，则 s, t⩾ 1．
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因为 Ak+1 具有性质 P，所以有 # »a2 = (s1, t1)，s1, t1 ∈Ak+1，使得 # »a1 · # »a2 = 0，从而 s1 和 t1 中
有一个是 −1，不妨设 s1 =−1．

假设 t1 ∈Ak+1 且 t1 /∈Ak，则 t1 = xk+1．由 (s, t) · (−1,xk+1) = 0，得 s= txk+1 ⩾ xk+1，与
s∈Ak 矛盾．

所以 t1 ∈Ak．从而 Ak 也具有性质 P．

⋯⋯15 分

现用数学归纳法证明：xi = qi−1，i= 1,2, · · · ,n．

当 n= 2 时，结论显然成立；

假设 n= k 时，Ak = {−1,1,x2, · · · ,xk} 有性质 P，则 xi = qi−1，i= 1,2, · · · ,k；

当 n= k+1时，若 Ak+1 = {−1,1,x2, · · · ,xk,xk+1}有性质 P，则 Ak = {−1,1,x2, · · · ,xk}也
有性质 P，

所以 Ak+1 =
{
−1,1, q, · · · , qk−1,xk+1

}
．

取 # »a1 = (xk+1, q)，并设 # »a2 = (s, t) 满足 # »a1 · # »a2 = 0，由此可得 s=−1 或 t=−1．

若 t=−1，则 xk+1 =
q

s
⩽ q，不可能；

所以 s=−1，xk+1 = qt= qj ⩽ qk 且 xk+1 > qk−1，所以 xk+1 = qk．

综上所述，xi = qi−1，i= 1,2, · · · ,n．

⋯⋯18 分

24.（1）集合 {1,3,4} 不具有性质 P. 集合 {1,2,3,6} 具有性质 P.

（2）取 i = j = n. 因为 a2n > an, 所以 a2n /∈ A；题设的两个数中至少一个属于 A, 因此只能有
an

an
= 1∈A, 即 a1 = 1.

当 j = n 时, 对任意 i > 1, 因为 aian > an, 于是 aian /∈A, 所以
an

ai
∈A. 于是可以找到这 n 个

互不相等的属于 A 的数, 按递增排列
an

an
<

an

an−1
< · · ·<

an

a2
<

an

a1

于是有
an

an
= a1,

an

an−1
= a2, . . . ,

an

a2
= an−1,

an

a1
= an（若要严谨证明, 可参考本节习题第 37 题

（3）的证明思路）

因此
an

a1
+

an

a2
+ · · ·+

an

an
= a1 +a2 + · · ·+an ⇐⇒

a1 +a2 + · · ·+an

a−1
1 +a−1

2 + · · ·+a−1
n

= an

（3）当 n= 5 时, 由上一问有 a1a5 = a5, 所以 a1 = 1；还有 a2a4 = a23 = a5,a2,a3,a4 成等比数
列, 设 a2 = x,a3 = xq(x > 1, q > 1), 则 a4 = xq2,a5 = x2q2.

考察 a2,a3.若 a2a3 ∈A,由于 a2a3 = x2q,而 a3 <x2q < x5,只可能有 x2q= a4 = xq2,即 x= q.
于是 (a1,a2,a3,a4,a5) = (1, q, q2, q3, q4),a1,a2,a3,a4,a5 成等比数列.

若 a2a3 /∈A, 则
a3

a2
∈A. 而

a3

a2
= q,a1 < q < a3, 只可能有 a2 = q, 同上可证 a1,a2,a3,a4,a5 成

等比数列.
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25. 通过逐个讨论可以求出 |P11|，此处直接介绍一般方法。考虑连续 k 个 (−1)k−1k，记它们对应
原数列中的 at+1,at+2, · · · ,at+k。可知，at+1 | St+1 当且仅当对任意 1⩽ p⩽ k，有 at+k | St+k，
于是这 k 个数要么同时属于 Pl 或同时不属于 Pl。

记 Tk表示数列中 k个 (−1)k−1k的和。可以证明，当 k为偶数时，
k∑

i=1

Ti =(−1)kk2 =−
k(k+1)

2
，

此时 k+1 |
k∑

i=1

Ti，当 k 为奇数时，
k∑

i=1

Ti = (−1)kk2 =
k(k+1)

2
，此时 k+1 ∤

k∑
i=1

Tk，由此推

出所有的奇数都属于 Pl，所有的偶数都不属于 Pl

故 |P11|= 5。再计算得 |a2000|= 63, 且前 2000 项中末尾的 47 项均为 63，于是 |P2000|= (1+

3+5+ · · ·+61)+47 = 1008

26.（1）可知，第 r 行的数从左到右分别为 2r +2s,其中 s= 0,1, . . . , r−1.于是第四行的数从左到右
分别为 17,18,20,24. 第五行的数从左到右分别为 33,34,36,40,48.

（2）a100 = 214 +28 = 16384+256 = 16640.

（3）受前述问题启发，将 1160写成三个不同的二次幂之和：1160= 1024+128+8=210+27+23.
它位于最大指数为 10 的那一组.

最大指数小于 10 的项数为
9∑

t=2

C2
t = C3

10 = 120. 在最大指数为 10 的组中, 按中间指数从小到大

排列. 中间指数小于 7 时, 项数为 C2
7 = 21. 中间指数等于 7 时, 较小指数依次为 0,1,2,3, . . . ,6.

目标项的较小指数为 3, 所以在它之前有 3 项. 因此 k = 120+21+3+1 = 145.

27.（1）集合 {−1,2,5,7} 不是“分偶集合”．集合 {2,3,5,6,7,9,16} 是“分偶集合”．

（2）因为 3,5,7 是奇数且不是平方数, 要使得 {2,3,5,6,7,a2, (a+ b)2} 为“分偶集合”, 必须 a2

与 (a+ b)2 中有且只有一个奇数, 即 a 与 a+ b 有且只有一个奇数．

而当 b 为奇数时, 若 a 为偶数, 则 a+ b 为奇数；若 a 为奇数, 则 a+ b 为偶数, 因此 a 与 a+ b 有
且只有一个奇数．

因此本题的答案中,b 可以是任意的奇数．

（3）我们要证明 A 不可能是“分偶集合”．采用反证法, 假设 A 是“分偶集合”, 则 A 恰有 s 个
元素是奇数, 且

s

2
是偶数, 所以 s= 4m(m∈ N∗)．

把集合 {x∈Z|−29⩽x⩽ 30}写成 30个二元集的并：{−29,30},{−28,29},{−27,28},· · · ,{−1,2},{0,1}．
因为 A 中任意两个元素之和均不等于 1, 且 A 是 30 元集, 所以在这 30 个二元集中, 每个二元集
有且只有一个元素属于 A．

然后再把这 30 个二元集分成两组：

甲组：{−29,30},{−26,27},{−25,26},{−22,23},{−21,22},· · · ,{−2,3},{−1,2}．这里共 15 个
集合, 每个元素要么是形如 4k− 1 的奇数, 要么是形如 4k− 2 的偶数．设 A 的元素中有 p 个偶
数和 15−p 个奇数位于甲组．

乙组：{−28,29},{−27,28},{−24,25},{−23,24},· · · ,{−3,4},{0,1}．这里共 15 个集合, 每个元
素要么是形如 4k+1 的奇数, 要么是形如 4k 的偶数．设 A 的元素中有 q 个偶数和 15− q 个奇
数位于乙组．
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于是,s= (15−p)+ (15− q), 即 p+ q = 30− 4m．现在,
30∑
i=1

ai =
∑

ai形如4k−1

ai +
∑

ai形如4k−2

ai +
∑

ai形如4k

ai +
∑

ai形如4k+1

ai

≡
[
− 2p+(−1)(15−p)+ q · 0+(15− q) · 1

]
(mod4)

≡ (−p− q)(mod4)
≡ (30− 4m)(mod4)
≡ 30(mod4).

所以
1

2

30∑
i=1

ai ≡ 15(mod2), 即
1

2

30∑
i=1

ai 与 15 同奇偶．

然而由题干,
1

2

30∑
i=1

ai 是偶数, 但 15 是奇数, 矛盾．

综上,A 不可能为“分偶集合”．

新答案（来源：4.3 多个量词的问题（2）数列.md）：首先证明一个” 基本事实”：

一个等差数列中，若有连续三项成等比数列，则这个数列的公差 d0 = 0．

事实上，设这个数列中的连续三项 a−d0，a，a+d0 成等比数列，则

a2 = (a−d0) (a+d0) ,

由此得 d0 = 0．

（1）（�）当 n= 4 时，由于数列的公差 d ̸= 0，故由” 基本事实” 推知，删去的项只可能为 a2 或
a3．

� 若删去 a2，则由 a1,a3,a4 成等比数列，得 (a1 +2d)2 = a1 (a1 +3d)．

因 d ̸= 0，故由上式得 a1 =−4d，即
a1

d
=−4，此时数列为 −4d,−3d,−2d,−d，满足题设．

� 若删去 a3，则由 a1,a2,a4 成等比数列，得 (a1 +d)2 = a1 (a1 +3d)．

因 d ̸= 0，故由上式得 a1 = d，即
a1

d
= 1．此时数列为 d,2d,3d,4d，满足题设．

综上可知，
a1

d
的值为 −4 或 1．

（�）若 n⩾ 6，则从满足题设的数列 a1,a2, · · · ,an 中删去一项后得到的数列，必有原数列中的连
续三项，从而这三项既成等差数列又成等比数列，故由”基本事实”知，数列 a1,a2, · · · ,an 的公
差必为 0，这与题设矛盾．所以满足题设的数列的项数 n⩽ 5．又因题设 n⩾ 4，故 n= 4 或 5．

当 n= 4 时，由（�）中的讨论知存在满足题设的数列．

当 n= 5时，若存在满足题设的数列 a1,a2,a3,a4,a5，则由”基本事实”知，删去的项只能是 a3，

从而 a1,a2,a4,a5 成等比数列，故

(a1 +d)2 = a1 (a1 +3d) ,

及

(a1 +3d)2 = (a1 +d) (a1 +4d) .
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分别化简上述两个等式，得 a1d= d2 及 a1d=−5d2，故 d= 0，矛盾．因此，不存在满足题设
的项数为 5 的等差数列．

综上可知，n 只能为 4．

（2）假设对于某个正整数 n，存在一个公差为 d′的 n项等差数列 b1, b1+d′, · · · , b1+(n− 1)d′
(
b1d

′ ̸= 0
)
，

其中三项 b1 +m1d
′, b1 +m2d

′, b1 +m3d
′ 成等比数列，这里 0⩽m1 <m2 <m3 ⩽ n− 1．则有(

b1 +m2d
′
)2

=
(
b1 +m1d

′
)(

b1 +m3d
′
)
,

化简得

(m1 +m3 − 2m2)b1d
′ =

(
m2

2 −m1m3

)(
d′
)2

.

（*）

由 b1d
′ ̸= 0 知，m1 +m3 − 2m2 与 m2

2 −m1m3 或同时为零，或均不为零．

若 m1 +m3 − 2m2 = 0，且 m2
2 −m1m3 = 0，则有

(
m1 +m3

2

)2

−m1m3 = 0，

即 (m1 −m3)
2 = 0，得 m1 =m3，从而 m1 =m2 =m3，矛盾．

因此，m1 +m3 − 2m2 与 m2
2 −m1m3 都不为零，故由（*）得

b1

d′
=

m2
2 −m1m3

m1 +m3 − 2m2
.

因为 m1,m2,m3 均为非负整数，所以上式右边为有理数，从而
b1

d′
是一个有理数．

于是，对于任意的正整数 n⩾ 4，只要取
b1

d′
为无理数，则相应的数列 b1, b2, · · · , bn 就是满足要

求的数列．例如，取 b1 = 1，d′ =
√
2，那么，n项数列 1,1+

√
2,1+2

√
2, · · · ,1+(n− 1)

√
2满

足要求．

【解题思路】第（2）问在解答时也可以先给出数列 1,1+
√
2,1+2

√
2, · · · ,1+ (n− 1)

√
2（只要

公差为无理数均可），然后再证明其中任意三项都不构成等比数列（最终会得出
√
2 等于一个有

理数的形式，就导出矛盾）．

新答案（来源：1.29 数列综合.md）：���

【解题思路】�设 an = a+nd，bn = b+nc．则 k∈M 当且仅当 a+kd= b+kc，即 a−b= k (c−d)．
这是个一次方程，这个关于 k 的方程只可能有 0 个或 1 个正整数解．特别地，对 an = 2n− 1，
bn = 3n− 2，此时 M = {1}．故 � 正确．

� 考虑 an = 2n，bn = (−2)n，则 {an} 与 {bn} 都是等比数列，但是 M = {2,4,6,8, · · ·} ={
全体偶数

}
，故 � 错误．

� 设 an = a+nd，bn = qn（不妨设 b1 = q）．则 k ∈M 当且仅当 a+kd= qk．

设 f (x) = |q|x −dx−a，g (x) = |q|x +dx+a．

（i）若 q > 0，则 a+kd= qk 当且仅当 f (k) = 0．求导可知 f (x) 最多只有两段单调区间，从而
最多只有 2 个零点，即 M 的元素个数不超过 2．

（ii）若 q < 0，则当 k 为奇数时，a+kd= qk 等价于 a+kd=−|q|k，等价于 g (k) = 0．

当 k 为偶数时，a+kd= qk 等价于 f (k) = 0．
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注意到，通过讨论 q,d 的取值可发现，f (x) 和 g (x) 必有一个在 R 上为单调函数，另一个在 R
上有两段单调区间．于是，f (x)，g (x) 的零点个数之和不超过 3．

特别地，取 bn =

(
−

1

2

)n

，则 b1 =−
1

2
，b3 =−

1

8
，b4 =

1

16
．再取 an =−

1

2
+

3

16
(n− 1)，则

a1 =−
1

2
，a3 =−

1

8
，a4 =

1

16
，所以 M = {1,3,4}．所以 � 正确．

�设 cn = an−bn，则 {cn}是递增数列，M = {n |cn = 0}．取一个连续函数 f (x)满足 f (n)= cn，
使得 f (x)是单调递增函数（构造方法：连接 (n,cn)和 (n+1, cn+1)的折线）．由零点存在定理，
f (x) 最多只有一个零点，M 最多只有 1 个元素．故 � 正确．

新答案（来源：061-080 极值零点数列与切割函数图像.md）：

(1) 显然构成公比为 2d 的等比数列，过程略.

(2) 假设存在 a1, d 满足题意.

a1,a
2
2,a

3
3,a

4
4 依次构成等比数列且均为正数因此

lna1,2 ln (a1 +d) ,3 ln (a1 +2d) ,4 ln (a1 +3d) 依次构成等差数列，设其公差为 d1.

令 b= lna1，则 n ln [a1 +(n− 1)d] = b+(n− 1)d1 (n= 1,2,3,4)

即方程 ln [a1 +(x− 1)d] =
b−d1

x
+d1 至少存在四个解 x= 1,x= 2,x= 3,x= 4

令 φ (x) = ln [a1 +(x− 1)d]−
b−d1

x
−d1 (1⩽ x⩽ 4)，则 φ (x) 至少有 4 个零点.

φ′ (x) =
d

a1 +(x− 1)d
+

b−d1

x2
=

dx2 +(b−d1) [a1 +(x− 1)d]

x2 [a1 +(x− 1)d]

显然 x⩾ 1 时 x2 [a1 +(x− 1)d]> 0.

令 g (x) = dx2 + (b−d1) [a1 +(x− 1)d]，g (x) 是二次函数至多有 2 个变号零点，进而
φ (x) 至多有 3 个单调区间，即 φ (x) 至多有 3 个零点，矛盾.

综上不存在 a1, d 满足题意.

(3) 问与（2）问做法如出一辙：

假设存在 a1, d 以及正整数 n,k 满足题意.

an1 ,a
n+k
2 ,an+2k

3 ,an+3k
4 依次构成等比数列且均为正数因此

n lna1, (n+k) ln (a1 +d) , (n+2k) ln (a1 +2d) , (n+3k) ln (a1 +3d)依次构成等差数列，设
其公差为 d2.

令 b= n lna1，则 [n+(i− 1)k] ln [a1 +(i− 1)d] = b+(i− 1)d2 (i= 1,2,3,4)

即方程 ln (a1 +dx) =
b+d2x

n+kx
至少存在四个解 x= 0,x= 1,x= 2,x= 3

令 ϕ (x) = ln (a1 +dx)−
b+d2x

n+kx
(0⩽ x⩽ 3)，则 ϕ (x) 至少有 4 个零点.

ϕ′ (x) =
d

a1 +dx
+

bk−d2n

(n+kx)2
=

d (n+kx)2 +(bk−d2n) (a1 +dx)

(n+kx)2 (a1 +dx)

显然 x⩾ 0 时 (n+kx)2 (a1 +dx)> 0

令 h (x) = d (n+kx)2+(bk−d2n) (a1 +dx)，h (x) 是二次函数至多有 2 个变号零点，进
而 ϕ (x) 至多有 3 个单调区间，即 ϕ (x) 至多有 3 个零点，矛盾.

综上，不存在 a1, d 以及正整数 n,k 满足题意.

20 1.2 集合



28.

29.

30.（1）不存在奇数 x,y,z ∈ S 使得 {x,y,z} 是 S 的等差子集. 证明如下：

当 t > s⩾ 1 时,2t +2s 是偶数, 所以 S 中的三个奇数形如 x= 2a +1,y = 2b +1, z = 2c +1（1⩽
a < b < c,a,b, c∈ Z）.

因为 c > b, 所以 c ⩾ b+1, 从而 2c − 2b+1 ⩾ 0. 因此 (2a +1)+ (2c +1)− 2(2b +1) = 2a +2c −
2b+1 ⩾ 2a > 0, 即 x+ z > 2y, 故 x,y,z 不构成等差数列,{x,y,z} 不可能是 S 的等差子集.

（2）设集合 Tm = {3 ·2m,6 ·2m,9 ·2m,12 ·2m},m∈N∗. 3 ·2m =2m+1+2m ∈ S,6 ·2m =2m+2+

2m+1 ∈ S, 9 · 2m = 2m+3 +2m ∈ S,12 · 2m = 2m+3 +2m+2 ∈ S, 故 Tm ⊆ S, 且 Tm 中元素从小
到大排列后成公差为 3 · 2m 的等差数列.

故 S 的含 4 个元素的等差子集有 T1,T2, · · · ,Tm, · · · , 这里有无穷多个.

（3）假设 T = {b1, b2, b3, b4, b5}(b1 < b2 < · · ·< b5) 是 S 的等差子集, 设其公差 d∈ N∗.

若 T 中元素均为偶数, 则 bi = 2ti +2si ,ti > si ⩾ 1,ti, si ∈ N∗,i= 1,2,3,4,5. 于是
bi

2
= 2ti−1 +

2si−1 ∈ S, 且
b1

2
, · · · ,

b5

2
成公差为

d

2
的等差数列. 不断将 T 中所有元素除以 2, 直至得到的子

集中至少有一个奇数. 因此可不妨设原子集中至少有一个奇数.

若 d 为偶数, 则 b1, b2, b3, b4, b5 同奇偶. 若全为奇数, 则奇数 b1, b2, b3 成等差数列, 与（1）矛盾；
若全为偶数, 与子集中至少有一个奇数矛盾. 故 d 为奇数.

若 b1 为奇数, 则 b3 = b1 +2d,b5 = b1 +4d 均为奇数, 且 b1, b3, b5 成等差数列, 与（1）矛盾. 故
b1 为偶数, 则 b3, b5 为偶数,b2 = b1 +d,b4 = b1 +3d 为奇数.

因为 b2, b4 ∈ S, 所以 b2 = 2p +1,b4 = 2q +1, 其中 1⩽ p < q,p,q ∈ Z.

于是 2d= (2q +1)− (2p+1) = 2p(2q−p−1). 若 p⩾ 2,则 2p 是 4的倍数,从而 2d是 4的倍数,d
为偶数, 矛盾. 故 p= 1, 所以 b2 = 3. 但 3 是 S 中的最小元素, 而 b1 = b2−d < 3, 这与 b1 ∈ S 矛
盾. 综上,S 不存在含有 5 个元素的等差子集.

评：本题以正整数的二进制表示为背景, 并以考生熟悉的等差数列为知识素材, 考查集合、等差
数列的概念与性质、数列的递推关系；考查学生的逻辑思维、运算求解、自主探究和创新应用等
能力, 同时重点考查学生应用所学知识分析问题、解决问题的能力；考查数列递推的基本思想与
方法, 同时重点考查从特殊到一般、转化与化归、分类讨论等数学思想与方法. 本题是一道综合
性很强、能检验考生数学思维的高质量的题目.

本题的命题灵感来源是 【2003 全国旧课程卷 22】（收录在本书的 1.1 节习题）, 该题的数列是
OEIS 数列 A018900. 该题研究的是满足下面条件的正整数 N 构成的集合：将 N 表示成二进制
后, 只有两位数是 1, 其余位均为 0. 与 2003 年高考题不一样的是, 本题在命时仅采用 2003 年高
考题中出现的集合, 并没有考虑研究由这个集合里面的正整数构成的数表, 而是转为研究这个集
合里面最多有多少个数字能构成等差数列. “等差子列”、“等比子列”的长度问题同样也是非
常著名的第一类“加性组合”的问题. 这种问题在往年高考也经常考查, 例如【2008 江苏 19】,
【2024 北京 15】,【2015 江苏 20】等.
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命制此题的灵感来自 Erdös-Turan 的等差数列猜想：对于正整数数列 {n} 的任意子列 {An}, 若

其所有元素的倒数和发散, 即
∞∑

n=1

1

An
=∞, 则 {An} 含有任意长度的等差子列.

在 2004 年,Ben Green 和陶哲轩宣布证明了上述猜想的弱化版本——“存在任意长度的素数等差
数列”, 并于同年 4 月 9 日将论文提交至《美国数学年鉴》, 该论文于 2005 年 9 月 12 日被接受.
2004 年已知最长的等差素数列包含 23 个素数. 本题研究集合 S = {2s +2t | 0⩽ s < t,且s, t∈ Z}
的等差子列, 并设计了一个中学生能用中学数学知识解决的问题.

第（1）问将新定义的包装去除之后, 就会发现 S 中元素 2t +2s(0 ⩽ s < t) 在 s ⩾ 1 时一定是
偶数, 故奇数必须满足 s= 0, 需要学生对集合元素结构的初步分析能力. 因此, 本题转化为：当
a < b < c 时,2a +1,2b +1,2c +1 是否成等差数列, 即 2a,2b,2c 是否成等差数列. 这是中学生比
较熟悉的问题,

第（2）问需要学生证明等差子集有无穷多个, 首先可以用数列递推的思想方法, 注意到 S 中元
素具有乘以 2 的封闭性, 也就是说, 将一个 4 元等差子集的所有元素都乘以 2 之后, 可以得到新
的 4 元等差子集. 从等差（比）数列构造另一个等差（比）数列的结论在教材中也有提及. 题
干已经提示了 3,6,9,12,18,24∈ S, 于是可以从初始的等差子集 {3,6,9,12} 出发, 乘以 2 后得到
{6,12,18,24}, 一直下去按上述递推的方式即可得到无穷多个等差子集.

这个构造转化思想和数列递推的思想与 【2024 新高考 I 卷 19（2）】不谋而合, 这样的设问能有
效考查学生面对新问题时的逻辑思维能力, 能有效区分学生分析问题、解决问题的能力水平. 这
一问并不复杂, 体现了由特殊到一般的数学思维, 同时也为后续证明不存在元素个数为 5 的等差
子集提供了方法上的对比.

第（3）问是本题的核心,要求证明不存在 5元等差子集. 证明过程需要综合运用多个层面的推理：
首先, 解决第（2）问的思路是对一个等差子集不断乘以 2 就可以得到新的等差子集, 受这个启发
“反向操作”, 先通过除以 2 将问题化归为至少含有一个奇数项的情形, 再分析公差的奇偶性并结
合第（1）问排除全奇数和首项为奇数的情形,最后利用奇数项在 S 中的唯一表示导出矛盾. 这一
过程不仅考查了对集合性质的深入理解, 还要求考生具备较强的逻辑分类与构造性推理能力.

整体来看, 本题的三问层层递进, 逐步深入, 使得每个学生都能有所收获, 都能获得相应的分数.
前两问为最后一问提供了必要的铺垫和方法示范, 体现了数学问题设计中“引导—深化—综合”
的常见结构,对培养学生对数学的兴趣,激发学生的探究精神,引导学生开展科学研究有很好的引
领作用. 试题以离散数学中的简单表示为载体, 考查学生从基本定义出发进行推理和构造的能力,
具有较强的灵活性和选拔功能. 通过解答试题展现数学探究的过程, 实现对分析、推理、判断等
关键能力的考查, 引导学生用规范的数学语言、新定义、新符号表达推理与论证过程.

本题设计新颖, 极具探索性、创新性, 作为试卷的最后一题, 难度合理, 考查学生利用新情境、新
问题的创新能力, 也考查学生的情感、态度和价值观. 试题引导学生面对问题要“多思考, 少运
算”, 体现了对数学基础知识与数学核心素养的有机整合, 具有很好的区分和选拔功能, 能够有效
地助力选拔创新人才. 试题情境、形式的创新, 着力于“反套路、反刷题”, 既使试题规避重题模
式, 又引导中学教学破除题海, 消除套路, 重视培养学生思维能力, 真正注重能力和素养的培养.

数列题, 特别是以等差等比数列为背景的数列题作为高考中的难题, 通常没有“秒杀大招”来解
决. 对数列知识的研究和复习, 要关注以下几点：
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1. 熟练掌握等差、等比数列中的一些基本问题, 如通项公式与求和公式的各种形式、结构特点；
等差、等比数列的常见性质；判断数列是等差、等比数列的方法, 常见数列求和的方法等.

2. 理解和掌握等差、等比数列通项与求和公式推导中蕴含的基本方法, 如累加（乘）等.

3. 体会“从特殊到一般”的思想在解决数列问题中的作用.

4. 用函数的观点认识和理解等差、等比等一些特殊的数列.

5. 把一些特殊的数列, 如 an = 2n−1 作为平时学习中研究的对象, 挖掘其背后所蕴含的特征, 例
如

(1) 数列 {2n− 1} 的前 n 项和为完全平方数 n2；

(2) 正整数均有二进制表示, 即表示成数列 {2n−1} 的某些项之和；

(3) 正整数也可以表示成 Fibonacci 数列的某些非相邻项之和, 这个结论叫 Zeckendorf 定理.

6. 在数列的学习过程中, 一定要意识到数感在学习过程中所起到的作用. 证明数列的存在性问题
时, 有时会用到构造性证明的方法（例如【2008 江苏 19（2）】）, 如何将符合要求的数列构造出
来, 是需要学生在平时学习中不断积累各种例子的.

31.

32.

33.
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第一章 集合、映射与逻辑初步

1.2 集合

C 组

1. 证明集合的笛卡尔积对集合的交、并运算满足分配律，即对任意集合 A,B,C 有

A× (B∩C) = (A×B)∩ (A×C), A× (B∪C) = (A×B)∪ (A×C).

(A×B)∩ (A×C) =A× (B∩C), (A×B)∪ (A×C) =A× (B∪C).

2. 是否存在正整数 n 使得集合 {n,n+1,n+2,n+3,n+4,n+5} 可以划分成两个无公共元素的非
空子集, 使得一个子集的所有元素的积等于另一个子集的所有元素的积.

3.【2025STEP2 第 8 题】设有限集合 S ⊆ Z . 对于 S 的两个子集 A,B , 定义如下性质:

性质 1: A∩B =∅ , A∪B = S .

性质 2: A 中所有元素的和等于 B 中所有元素的和.

性质 3: A 中所有元素的平方和等于 B 中所有元素的平方和.

若 A,B 同时满足性质 1,2,3, 则称 A,B 是 S 的一个平衡划分.

(1) 写出 {1,2,3,4,5,6,7,8} 的一个平衡划分 A,B , 其中 A,B 各有 4 个元素.

(2) 设实数 a1,a2, · · · ,am, b1, b2, · · · , bm 满足
m∑

k=1

ak =

m∑
k=1

bk,

m∑
k=1

a2k =

m∑
k=1

b2k.

证明: 对任意实数 c , 都有
m∑

k=1

a3k +

m∑
k=1

(c+ bk)
3 =

m∑
k=1

b3k +

m∑
k=1

(c+ak)
3.

(3) 求 {1,2,3, · · · ,16} 的一个平衡划分 A,B , 使得 A,B 各有 8 个元素, 且满足 A 中所有元
素的立方和等于 B 中所有元素的立方和.

(4) 已知 {1,2,3, · · · ,11}的一个平衡划分分为 {1,3,4,5,9,11} , {2,6,7,8,10} .设 S={n2, (n+

1)2, (n+2)2, · · · , (n+11)2} ,其中 n是正整数.求 S 的一对子集 A,B 使得性质 1,2成立.

4.【2026“神算杯一模”（B 卷）（网络联考）19】设正整数 n⩾ 3, 集合 A= {x∈ N | 3⩽ x⩽ n}, 集

合 S ∈N满足：对任意 a∈A,总存在两两不相等的 s1, s2, · · · , sk ∈ S(k⩾ 3),使得
k∑

i=1

si = a,记

|S|=m.

(1) 证明：{0,1,2} ⊆ S；

(2) 若 m= 5, 求 n 的最大值；

(3) 证明：m 的最小值为 ⌈log2(
n

3
)⌉+3.
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5. 已知正整数 n⩾ 4,有序数组 α= (x1,x2, · · · ,xn)满足 xi ∈{0,1} (i=1,2, · · · ,n),且
n∑

i=1

xi =m,

并称 α 是 n 元 m 阶 0− 1 数组, 设 β(y1, y2, · · · , yn) 是另一个 n 元 m 阶 0− 1 数组, 若 α 和 β

满足 α ̸= β, 且
n∑

i=1

|xi − yi|=m, 则称 α 与 β 孪生.

(1) 若 n= 4,α= (1,0,0,1), 写出 2 个不同的 β, 使得 α 与 β 孪生；

(2) 证明：若 α 与 β 孪生, 则 m 是偶数；

(3) 设 γ(z1, z2, · · · , zn) 是 n 元 m 阶 0− 1 数组, 证明：若 α 与 β 孪生, 则存在 γ 与 α,β 都

孪生, 且对任意与 α,β 都孪生的 γ,
n∑

i=1

(xi + yi)(yi + zi)(zi +xi)⩽ 2n
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1.

2.

3.（1）A= {2,3,5,8}和 B = {1,4,6,7}是 S = {1,2,3,4,5,6,7,8}的一个平衡划分．因为它们中元
素的和与平方和均分别为 18 与 102.

分析过程如下（不用写出）：因为 1+2+ · · ·+8= 36，12+22+ · · ·+82 = 204，由平衡划分的定
义，A,B 的所有元素之和都为 18，所有元素的平方和都为 102．

进行穷举．假设 8∈A，分析 A 中另外三个元素，它们的平方和是 38，和是 10，那么 6,7 /∈A．
而 52 +22 +32 = 38，所以可以写 A= {2,3,5,8}，B = {1,4,6,7} ．

（2）展开待证式中的立方式
a3k +(c+ bk)

3 = a3k + b3k + c3 +3c2bk +3cb2k,

b3k +(c+ak)
3 = a3k + b3k + c3 +3c2ak +3ca2k,

两边对 k = 1,2, · · · ,m 求和，并由条件
m∑

k=1

ak =

m∑
k=1

bk,

m∑
k=1

a2k =

m∑
k=1

b2k.

即可完成证明．

（3）取 (a1,a2,a3,a4) = (8,5,3,2)，(b1, b2, b3, b4) = (1,4,6,7)，并取

A= {a1,a2,a3,a4, c+ b1, c+ b2, c+ b3, c+ b4},
B = {b1, b2, b3, b4, c+a1, c+a2, c+a3, c+a4},

即
A= {2,3,5,8,9,12,14,15},
B = {1,4,6,7,10,11,13,16}.

易知性质 1 成立．

由（1）得

m∑
k=1

ak =

m∑
k=1

bk,

m∑
k=1

a2k =

m∑
k=1

b2k.

由（2），取 c= 8 得

m∑
k=1

a3k +

m∑
k=1

(c+ bk)
3 =

m∑
k=1

b3k +

m∑
k=1

(c+ak)
3.

所以性质¯成立．

因为 A 中元素的和以及 B 中元素的和都是
4∑

k=1

(ak + bk + c)，所以性质­成立．

因为当
m∑

k=1

ak =
m∑

k=1

bk 时，
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m∑
k=1

a2k +

m∑
k=1

(bk + c)2

=

m∑
k=1

(a2k + b2k + c2 +2cbk)

=

m∑
k=1

(a2k + b2k + c2 +2cak)

=

m∑
k=1

b2k +

m∑
k=1

(ak + c)2,

所以 A 中元素的平方和以及 B 中元素的平方和相等．所以性质®成立．

综上，如上构造的 A，B 是 S 的一个平衡划分，并且满足性质¯．

分析：这里还要求立方和相同，考虑用（2）的结论．注意（2）中的 c是任取的．要构造集合 A ,
B 满足第三问新给出的条件，观察到（2）中结论的等号两边都是 2m 个数字相加，所以可以尝
试取 m= 4．这样就需要取 c 以及合适的 a1, · · · ,a4, b1, · · · , b4 ，然后取

A= {a1,a2,a3,a4, c+ b1, c+ b2, c+ b3, c+ b4},
B = {b1, b2, b3, b4, c+a1, c+a2, c+a3, c+a4},

使得 A, B 满足性质 1．在（1）中已经构造了 {1,2,3,4,5,6,7,8} 的平衡划分，自然可以取
(a1,a2,a3,a4) = (8,5,3,2)，(b1, b2, b3, b4) = (1,4,6,7)，然后取 c = 8，这样就能构造满足性质
1 的两个集合：

A= {2,3,5,8,9,12,14,15},
B = {1,4,6,7,10,11,13,16}.

接下来尝试验证结论成立即可。

（4）补 0 元素，则 {1,3,4,5,9,11}，{0,2,6,7,8,10} 是集合 {0,1,2, · · · ,11} 的一个平衡划分．

由（3）中的证明过程，取 m= 6，(a1, · · · ,a6) = (1,3,4,5,9,11)，(b1, · · · , b6) = (0,2,6,7,8,10)，
c= n，

则
6∑

k=1

a2k +

6∑
k=1

(n+ bk)
2 =

6∑
k=1

b2k +

6∑
k=1

(n+ak)
2.

取 A= {(n+1)2, (n+3)2, (n+4)2, (n+5)2, (n+9)2, (n+11)2}，

B = {n2, (n+2)2, (n+6)2, (n+7)2, (n+8)2, (n+10)2}．

则 A，B 满足性质¬．

因为
6∑

k=1

a2k =
6∑

k=1

b2k，所以

6∑
k=1

(n+ bk)
2 =

6∑
k=1

(n+ak)
2.

即 A，B 满足性质­．□
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思考题

考虑集合 In = {1,2, · · · ,n}，则 In 的元素之和为
n(n+1)

2
．如果 In 存在平衡划分，则

n(n+1)

2
是偶数，从而 n(n+1) 是 4 的倍数，即 n 形如 4k 或 4k− 1，k ∈N∗．

显然，{1,2,3} 和 {1,2,3,4} 都不存在平衡划分．

{1,2,3,4,5,6,7} 的一个平衡划分是 {1,2,4,7} ，{3,5,6}．

对于哪些正整数 n，集合 In 存在平衡划分？若存在，如何给出一个平衡划分？

根据前面的观察，当 n= 7,8,11,16 时集合 In 存在平衡划分．更一般的，可以自行思考．思考
这个问题应该有助于提升构造集合（数列）的经验．

4.

5.
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