
第一章 集合、映射与逻辑初步

1.1 逻辑

1.1.1 命题逻辑初步

在数学里, 逻辑是指研究某个形式语言的有效推论. 逻辑使得我们描述问题时可以严谨、
无歧义, 引导我们通过推理获得事物的本质.
然而, 数学推理无法建立在浮沙之上, 如果我们希望构建一个严密的推理体系, 我们必须

从自然语言中识别出那一类“意义确定、不随人的主观意愿而改变”的语句.这类语句最核心
的特征在于：它们所陈述的内容, 要么是事实, 要么与事实相悖, 二者必居其一.
于是我们称一个能判断真假的陈述句为命题

命题表述的陈述或真或假, 但不可兼具, 这时也称命题取真或取假, 一般用“T”表示真,
用“F”表示假. 称真值可以变化的命题为命题变元, 用小写字母 p, q, r 等表示.

问题 1.1 判断下列句子是否为命题.
（1）今天是星期五.
（2）你会说英语吗？
（3）3 − x = 5.

（4）任一大于 2 的偶数一定可以表示为两个素数之和.
（5）“我现在说的是假话.”

为保持逻辑的清晰, 对于较为复杂的表述, 需要将简单的命题复合成复杂命题, 这需要用
到下述命题连结词.

定义 1.1.1 (命题连结词). 命题连结词共五种, 依次为：
（1）否定，若 p 为命题, 则 p 的否定“非 p”也为命题, 记为 ¬p,p 与 ¬p 的真值相反.
（2）合取，若 p, q 为命题, 则“p 且 q”也为命题, 记为 p ∧ q.p ∧ q 为真当且仅当 p, q 全

为真.
（3）析取，若 p, q 为命题,则“p或 q”也为命题,记为 p∨ q.“p∨ q 为假”当且仅当“p, q

全为假”.
（4）蕴涵，若 p, q 为命题, 则 p 与 q 的蕴涵式“若 p 则 q”（“p 蕴涵 q”）也为命题, 记为

p → q,“p → q 为假”当且仅当“p 为真,q 为假”.
（5）双蕴涵，若 p, q 为命题, 则 p 与 q 的蕴涵式“p 等价于 q”（“p 双蕴涵 q”）也为命题,

记为 p ↔ q,“p ↔ q 为真”当且仅当“p, q 同时为真或同时为假”.

为描述复杂的事物关系, 有时需要将多个命题变元组合起来.

定义 1.1.2 (命题表达式). 由命题变元、逻辑联结词以及用于确定运算优先顺序的括号, 按照
一定的逻辑规则组合而成的符号串, 称为命题表达式, 进行逻辑运算时, 命题连结词的优先级
自高到低分别为：¬,∧,∨,→,↔.
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对于一个命题表达式, 若无论其中出现的命题变元如何取值, 表达式总取真, 则称此表达
式为永真式；若无论其中出现的命题变元如何取值,表达式总取假,则称此表达式为永假式；上
述情况以外的称为可能式.

问题 1.2 解答下述问题
（1）记命题：
p : 你可以从校园网访问因特网
q : 你主修计算机科学
r : 你是新生
将“如果你主修计算机科学或不是新生, 你就可以从校园网访问因特网.”翻译为命题表

达式.
（2）
儿子：“爸爸, 我要玩游戏.”
父亲：“你不做完作业就不能玩游戏.”
记命题：
p : 你做完了作业,q : 你可以玩游戏.
将“你不做完作业就不能玩游戏”翻译为命题表达式. 并思考：按照父亲的逻辑, 儿子做

完作业后是不是就可以玩游戏了？

从上述思考题可以发现, 命题的表示方法不唯一. 若在所有情况下命题 p, q 均具有相同的
真值, 则称 p 与 q 逻辑等价, 记为 p ⇔ q, 此处仅列举三个常用的等值式：

德摩根律：(¬A ∧ ¬B) ≡ ¬(A ∨ B), (¬A ∨ ¬B) ≡ ¬(A ∧ B)

蕴涵等值：A → B ≡ ¬A ∨ B

假言易位：A → B ≡ ¬B → ¬A

1.1.2 谓词

在语法上, 句子被划分成两部分：主语以及剩下的谓语. 谓语告诉我们主语的部分信息.

问题 1.3 请指出下方两个句子的主语与谓语.
（1）月球是地球的卫星.
（2）为了抵抗海浪, 克努特大帝把脚弄湿了.
习惯了用 x 这样的符号来表示为质量的数学家可能会说上述两个句子的谓语分别是

（1）x 是地球的卫星.
（2）为了抵抗海浪,x 把脚弄湿了.

这种描述方法的好处在于,它写出了主语在句子中的位置,我们只需要把 x替换为合适的
主语, 就能得到原话. 由此产生了如下的数学定义

定义 1.1.3 (谓词). 一个谓词是一句有关符号 x 的话. 当我们把 x 替换为元素 a ∈ Y 时, 如
果得到的陈述非真即假, 我们就说该谓词“对于集合 Y 是有效的”, 记得到的陈述的真值为
P (a).
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如果句子中的变量多于一个, 如“实数 x > y”, 那么它是一个二元谓词, 记作 Q(x, y), 同
理可扩展到多元情况.
已知对集合 S 有效的谓词 P (x),想知道它是否对 S 中的所有元素均为真,或是 S 中是否

存在部分元素使得 P (x) 为真, 可以写出下述命题：

“对所有 x ∈ S,P (x) 为真.”
“对某些 x ∈ S,P (x) 为真.”

可以使用全称量词 ∀ 和存在量词 ∃ 来简化这两个命题的表述, 分别对应为1

∀x ∈ S : P (x)

∃x ∈ S : P (x)

如果同时出现多个量词, 一定要注意它们的顺序.

问题 1.4 记 P (x, y) 是谓词“x + y = 0”, 判断下述命题的真值：

(a).∀x ∈ R, ∃y ∈ R : P (x, y) (b).∃y ∈ R, ∀x ∈ R : P (x, y)

1.1.3 涉及量词的等价式

在前面的几节中，我们发现考察不同公式之间的等价式很有用，本小节将研究一部分涉
及量词的等价式。
我们用公式 ¬∃x P (x) 来陈述“人无完人”，其中 P (x) 表示“x 是完美的”，论域是所有

人类。但表达相同思想的另一种方式是：每个人都算不上完美，用公式写出是 ∀x¬P (x)。这
两个公式是等价的。类似的推理表明，¬∀x P (x)等价于 ∃x¬P (x)。说 ¬∀x P (x)意味着并非
对所有 x值 P (x)都为真。这等价于说至少有一个 x值使 P (x)为假，而这正是 ∃x¬P (x)的
意思。
于是，我们得到下面两条涉及否定和量词的律：

定理 1.1.4.
¬∃x P (x) 等价于 ∀x¬P (x). ¬∀x P (x) 等价于 ∃x¬P (x).

1.1.4 原命题, 逆命题, 否命题与逆否命题

我们把形式为“若 p, 则 q”的命题称为原命题, 并且可以通过交换条件与结论, 或对他们
进行否定来构造出另外三个相关命题.

定义 1.1.5 (否命题、逆命题、逆否命题). 设原命题为“若 p, 则 q”, 则
（1）否命题为“若 ¬p, 则 ¬q”；
（2）逆命题为“若 q, 则 p”；
（3）逆否命题为“若 ¬q, 则 ¬p”.

1在日常生活中,“某些官员是廉洁的”这种命题是有弦外之音的, 但在数学中并非如此,∃x ∈ S : P (x) 这句陈述并未暗
示确实存在一个 x ∈ S, 使得 P (x) 为假.
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问题 1.5 证明：原命题与逆否命题等价, 逆命题与否命题等价.

1.1.5 常用的数学证明方法

直接证明法 此处不谈, 这是常用的证明方法.

构造证明法 一般用于存在性问题证明, 有时需要相当的洞察力, 要求对问题结构有着深刻的
理解.

反证法 看下面一个情景：母亲和小孩一起玩游戏.
母亲（充满爱意地）：“你是我最喜欢的小兔子.”
孩子（反驳）：“我不是一只兔子！”
母亲2：“你当然是一只小兔子！”
孩子（抗议）：“但是我没有毛茸茸的小尾巴！”

它们所做的事情就是反证的一个简单例子.

假如我是一只小兔子
那么我就会有一个毛茸茸的小尾巴
但是我没有一个毛茸茸的小尾巴
所以我不是一只小兔子

反证法的核心逻辑基于排中律（一个命题要么为真,要么为假,不存在中间状态）.参考上
述例子, 我们可确定其基本流程：
（1）假设要证明的结论不成立（原命题的否定为真）；
（2）从假设出发经过正确的逻辑推导,得到一个与已知条件,公理,定义或基本事实相矛盾

的结果；
（3）既然推导无误, 只可能“初始假设”错误, 从而证明了原命题为真.
如果
直接证明时感觉待证命题过于宽泛，而其否命题是具体的；
结论中含有“不”、“至少（多）、“唯一”、“无限”、“不存在”等词语
时, 可以优先考虑反证法.

数学归纳法 将在第二章详细介绍.

2现实中, 很多大人都喜欢和小孩子进行这种毫无意义的, 傻乎乎的, 却很可爱的对话.
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第一章 集合、映射与逻辑初步

1.1 逻辑

习题

A 组

1.【2010 湖南适应性训练 2】下列命题中,(△) 是真命题.

(A) ∀x∈ R,x3 ⩾ x2 (B) ∀x∈ R,x3 < x2

(C) ∀x∈ R,∃y ∈ R, y2 < x (D) ∃x∈ R,∀y ∈ R, y ·x= y

2.【2013 山东文 8 理 7】给定两个命题 p,q．若 ¬p 是 q 的必要而不充分条件, 则 p 是 ¬q 的

(A) 充分不必要条件 (B) 必要而不充分条件

(C) 充要条件 (D) 既不充分也不必要条件

3.【2025 北京 7】已知函数 f(x) 的定义域为 D, 则“f(x) 的值域为 R ”是“对任意 M ∈ R, 存在
x0 ∈D, 使得 |f(x0)|>M ”的

(A) 充分不必要条件 (B) 必要不充分条件

(C) 充要条件 (D) 既不充分也不必要条件

4.【2023 武汉四调 7】阅读下段文字：“已知
√
2 为无理数, 若 (

√
2)

√
2 为有理数, 则存在无理数

a = b =
√
2, 使得 ab 为有理数, 若 (

√
2)

√
2 为无理数, 则取无理数 a = (

√
2)

√
2, b =

√
2, 此时

ab = ((
√
2)

√
2)

√
2 = 2 为有理数.”依据这段文字可以证明的结论是

(A) (
√
2)

√
2 是有理数 (B) (

√
2)

√
2 是无理数

(C) 存在无理数 a,b 使得 ab 为有理数 (D) 对任意无理数 a,b, 都有 ab 为无理数

5.【2007 湖北文 10 改编】（多选）已知 p 是 r 的充分不必要条件,q 是 r 的充分条件,s 是 r 的必要
条件,q 是 s 的必要条件．现有下列命题, 其中是真命题的有

(A) p 是 q 的充分不必要条件 (B) r 是 q 的必要不充分条件

(C) ¬p 是 ¬q 的必要不充分条件 (D) r 是 s 的充分不必要条件

6.【2016 北京 8】袋中装有偶数个球, 其中红球、黑球各占一半. 甲、乙、丙是三个空盒. 每次从袋
中任意取出两个球, 将其中的一个球放入甲盒, 如果这个球是红球, 就将另一个球放入乙盒, 否则
就放入丙盒. 重复上述过程, 直到袋中所有球都被放入盒中, 则

(A) 乙盒中黑球不多于丙盒中黑球 (B) 乙盒中红球与丙盒中黑球一样多

(C) 乙盒中红球不多于与丙盒中红球 (D) 乙盒中黑球与丙盒中红球一样多

7.【2016 浙江 4】写出命题“∀x∈ R,∃n∈ N∗, 使得 n⩾ x2”的否定形式.
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8.【2011 安徽 7】写出命题“所有能被 2 整除的整数都是偶数”的否定形式；

9.【2016 全国 II 卷文 16 理 15】有三张卡片, 分别写有 1 和 2,1 和 3,2 和 3. 甲、乙、丙三人各
取走一张卡片, 甲看了乙的卡片后说：“我与乙的卡片上相同的数字不是 2”, 乙看了丙的卡片后
说：“我与丙的卡片上相同的数字不是 1”, 丙说：“我的卡片上的数字之和不是 5”, 求甲的卡片
上的数字和.

10.【2018-2019 年命题标准样题】甲、乙、丙、丁参加一比赛, 赛前甲、乙、丙分别作出预测. 甲说：
乙会获得奖牌；乙说：丙会获得金牌；丙说：丁不会获得银牌. 比赛结果有 3 人分别获得金牌、
银牌和铜牌,另外 1人没获得奖牌. 如果甲、乙、丙中有一人获得了金牌,而且只有获得金牌的那
个人预测正确, 则获得金牌的是？

11.【2024“圆梦杯（六）”（网络联考）14】现有 9 张卡片, 其上分别写有数字 1,2,3,4,5,6,7,8,9. 若
抽走 3张卡片后,剩余 6张卡片中的任意 3个数字之和都不是 16,求抽走的 3张卡片上的数字之
和.

12.【2018 新题型测试卷】10 名象棋选手进行单循环赛（即每两名选手比赛一场）. 规定两人对局胜
者得 2 分, 平局各得 1 分, 负者得 0 分, 并按总得分由高到低进行排序. 比赛结束后,10 名选手的
得分各不相同, 且第二名的得分是最后五名选手得分之和的

4

5
, 求第二名选手的得分.
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1. D.

2. A. “¬p 是 q 的必要条件”表示 q =⇒¬p, 取该式的逆否命题得到 p=⇒¬q。而 ¬p 不是 q 的
充分条件，所以 ¬p ̸=⇒ q 其逆否命题为 ¬q ̸=⇒ p 因此 p 是 ¬q 的充分不必要条件，故选 A。

3. A.

4. C. 题述文本的意思是，当 a=
√
2时，存在无理数 b使得 ab 为有理数，这符合选项 C的叙述。

5. AC. 将条件翻译为蕴含关系：p=⇒ r,r ̸=⇒ p,q=⇒ r,r=⇒ s,s=⇒ q.于是有 p=⇒ r=⇒ s=⇒
q. 因此 p 是 q 的充分条件。又由于 r ̸=⇒ p，可取满足 r 且不满足 p 的情形；由 r =⇒ s=⇒ q，
此时 q 成立而 p 不成立，所以 q ̸=⇒ p。故 p 不是 q 的必要条件，选项 A 正确。

由 r =⇒ s=⇒ q =⇒ r 可知 r,s, q 等价，于是 r,q,s 两两互为对方的充要条件，选项 B,D 错误。

由选项 A 正确，其逆否命题“¬p 是 ¬q 的必要不充分条件”同样成立，选项 C 正确。

6. B. 设红球为 R,黑球为 B，将每次取出的两个球按“先放入甲盒的球，后放入乙盒或丙盒的球”
分类。设四类球对的个数分别为 x=RR,y =RB,z =BR,w =BB, 其中第一字母表示放入甲盒
的球，第二字母表示放入乙盒或丙盒的球。

袋中红、黑球各占一半，所以红球总数等于黑球总数，即 x+ y+ z = y+ z+w. 因而 x= w. 乙
盒中的红球恰来自 RR 型球对，其红球数为 x；丙盒中的黑球恰来自 BB 型球对，其黑球数为
w。故 乙盒中红球数=丙盒中黑球数 正确选项为 B.

7. ∃x∈R�∀n∈N∗�n<x2.

8. 存在一个能被 2 整除但不是偶数的整数。

9. 4. 丙说“我的卡片上的数字之和不是 5”，所以丙不能拿 {2,3}，只能拿 {1,2} 或 {1,3}。乙说
“我与丙的卡片上相同的数字不是 1”，所以乙与丙不能同时持有含有公共数字 1的两张卡片，即
乙、丙不能分别拿 {1,2} 与 {1,3}。

若丙拿 {1,2}，则乙拿 {2,3}，甲拿 {1,3}。此时甲与乙的公共数字为 3，不是 2，甲的陈述成立。
若丙拿 {1,3}，则乙拿 {2,3}，甲拿 {1,2}；此时甲与乙的公共数字为 2，甲的陈述“不是 2”不
成立，矛盾。因此甲的卡片为 {1,3}，其数字和为 4.

10. 甲. 若甲获得金牌，由甲预测正确可知乙获得奖牌，如此推导下去，最终不会产生矛盾，结果为
（不唯一）：甲获得金牌，乙获得银牌，丙获得铜牌，丁没获得奖牌。若乙获得金牌，则乙预测正
确，丙获得金牌，矛盾。若丙获得金牌，则乙的预测“丙获得金牌”为真，但乙不是金牌获得者，
矛盾。所以获得金牌的是甲．

11. 24. 三个剩余数字的和为 16 的三元组共有

{1,6,9},{1,7,8},{2,5,9},{2,6,8},{3,4,9},{3,5,8},{3,6,7},{4,5,7}�

抽走的三张卡片必须与每一个上述三元组都有交集，否则该三元组会完整地留在剩余六张卡片
中。唯一能与上述八个三元组均相交的组合是 {7,8,9}� 抽走的数字和为 24.

12.
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1.1 逻辑

B 组

1.【2019TMUA-Paper 2 第 17 题】给定一个命题 p. 已知下面四个命题有且仅有一个是真命题,
则真命题是

(A) p 的充分必要条件是 x > 1 (B) p 的充分条件是 x > 1

(C) p 的充分必要条件是 x > 2 (D) p 的充分条件是 x > 2

2.【2015AMC12A 第 13 题改编】（多选）某联盟中有 12 支球队举行循环赛, 每一队都恰与其他各
队比赛一场,每一场比赛的结局可能是一队获胜或两队平手,获胜者得积分 2分,平手者各得积分
1 分. 关于 12 队的积分记录, 下列叙述正确的是

(A) 一定有偶数队其积分为奇数 (B) 一定有偶数队其积分为偶数

(C) 不可能有两队 0 分 (D) 最高积分至少有 12 分

3.【2022AMC12A 第 9 题】万圣节那天,31个孩子走进校长办公室要糖果. 孩子们有三种类型：有
些人总说谎话, 有些人总说真话, 有些人交替说谎话和真话. 对于那些交替说谎话和真话的孩子,
每个人首先对自己的第一个回答做出是说谎话还是说真话的选择, 而随后的每次陈述是否说真话
则与前一次情况相反. 校长按如下的顺序问了每个孩子同样的三个问题：

“你是总说真话吗？”校长给回答“是”的 22 个孩子每人一块糖果.

“你是交替说谎话和真话吗？”校长给回答“是”的 15 个孩子每人一块糖果.

“你是总说谎话吗？”校长给回答“是”的 9 个孩子每人一块糖果.

问校长给了总说真话的孩子们一共多少块糖果？

4.【2015 STEP3 第 5 题】阅读如下证明
√
2 是无理数的一种方法：

Step 1：用反证法，设
√
2 是有理数。

Step 2：设集合 S = {n∈ N∗ | n
√
2∈ N∗}。

Step 3：证明 S 不是空集，即 S 至少包含一个正整数。

Step 4：设 k 是 S 中最小的正整数。

Step 5：证明 (
√
2− 1)k ∈ S。

Step 6：Step 4 和 Step 5 矛盾，从而
√
2 是无理数。

给出 Step 3、Step 5、Step 6 的证明过程。

5. 使用反证法证明：

(1) 两个实数 a,b 相等当且仅当对任意 ε > 0 : |a− b|< ε；
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(2)
√
2, log2 3 是无理数；

(3) 对于所有实数 x,
√
3+x,

√
3−x 中至少有一个是无理数；

(4) 不存在大于
√
2 的最小有理数；

(5) x,y ∈ R,y < x 当且仅当对任意 ε > 0, 都有 y < x+ ε；

(6) 在集合 S = {x | x= 1+(n− 1)
√
3,n ∈ N∗} 中任取三个元素 x,y,z, 证明：x,y,z 不可能

构成等比数列.

6. 已知函数 f(x) = kx+ cos(kx)(k ∈N∗),记等差数列 {an}的前 n项和为 An,记 Bn =

n∑
i=1

f(ai).

证明：“A2026 =
1013π

k
”的“B2026 = 1013π”的充要条件；

7. 在 n 行 n 列的数表中填 n2 个数字, 每一格有且只有一个数字, 定义变换 T (i, j)：将第 i 行与第
j 列的所有格子中的数字同时加上 1 或减去 1. 证明：无法通过有限次 T (i, j) 变换得到每格均为
数字 1 的数表.

2 1.1 逻辑



1.

2.

3.

4.

5.

6.

7.

1.1 逻辑 3



参考文献

[1] 伊恩·斯图尔特.基础数学讲义:走向真正的数学 [M].姜�,译. 北京: 人民邮电出版社,
2024.

[2] 肯尼思·H. 罗森. 离散数学及其应用 (原书第 8 版)[M]. 徐六通, 杨娟, 吴斌, 译. 北京:
机械工业出版社, 2019.

4 1.1 逻辑



第一章 集合、映射与逻辑初步

1.1 逻辑

1.1 逻辑 1



第一章 集合、映射与逻辑初步

1.1 逻辑

1.1 逻辑 1


	集合、映射与逻辑初步
	逻辑

	集合、映射与逻辑初步
	逻辑

	集合、映射与逻辑初步
	逻辑

	集合、映射与逻辑初步
	逻辑


